Année 2015/2016
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1 Analyse

1.1

Exercice 1

Révisions de premiére année

. o , 2
Soit (un), ey une suite réelle convergeant vers un réel I. Montrer que ngrfoo 3 kz:l kuy = 1.

Notons F,, '« écart » a [, défini par

Solution: On peut remarquer que c’est un résultat « de type Cesaro », le schéma de preuve pour cet exercice est
d’ailleurs exactement le méme que pour le théoréme de Ceséaro.

2
5D kup—1
k=1
2 & 2 — !
= |5 D huk— 5 Y K+
k=1 k=1
<iik\u —l|—|—||
7712]9_1

Le but est de montrer que E,, tend vers 0 lorsque n — +o00. On se fixe £ > 0, et I'on fixe N tel que |ug — ] < e si
k > N. Pour n > N, on peut écrire

2 2 < ||
k=1 k=N
N-1 n

2 l 2
k=1 k=N

2 W= |  (n—N+1)(n+N)

=— Elugp — 1|+ — + 5

n n
k=1
N-1

2 l

<= Elu —l|+u+2€.

n n

k=1
N-1 ]
Mais si n est assez grand, alors — Z klug — ] + — < ¢ (en effet, dans le premier terme, la somme ne dépend pas de
n n
k=1
n), de sorte que pour n assez grand,
E, < 3¢,
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n

ce qui est suffisant pour conclure que lim — E kup = [. Les puristes pourront d’ailleurs s’amuser a choisir plus
n—o0o N
k=1

précisément les constantes de sorte que l’on obtienne la majoration E,, < ¢ (au lieu de 3¢) a la fin.

Exercice 2
Soient (un)nen et (vn)nen deux suites convergeant vers respectivement [, et I,,. Montrer que la suite (wp,)nen+, définie par
n

Vn € N*, w, = - E UpVp—k, converge vers [,l,.
k=1

Solution: Ici aussi, il s’agit d’une démonstration « de type Cesaro » qu’il faut faire proprement.

Donnons-nous M un majorant de (u,)nen €t (vn)nen, un tel M existe car ces deux suites sont convergentes, et en
particulier [, < M et [, < M. On note F,, '« écart » de w,, a [,l, défini par

1 n
- § UkUn—k — lulv
n

k=1

1 n
— Z |'Ulk'Un7k — lulu|
n k=1

Le but est de montrer que E,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, on se fixe donc € > 0. On peut trouver N tel que
|t — ly| < e et |v, —I,| <esin > N.Onremarque alors quesin > 2N et k€ {N,N+1,...,n— N} alors

E, =

IN

|ukvn—k - lulv| < |ukvn—k - uklv| + |uklv - lulv|
< Ml’l}n,k — lv| + M|’U,k — lu|
< 2Me.

Et comme pour tous n € N* et k < n on a |ugv,_k — luly| < 2M?, on peut écrire, si n > 2N,

1 N—-1 1 n—N 1 n
E, < ﬁ |ukvn—k - lulv| + ﬁ Z |Uk'Un—k - lulv‘ + ﬁ Z |ukvn—k - lulv|
k=1 k=N k=n—N+1
2N M? —2N +1 2N M?
< +oMel 1
n n n
AN M?
< + 2M

2

Mais si n est assez grand, < ¢ de sorte que pour n assez grand,

E, < (2M + 1)¢,

ce qui est suffisant pour conclure. On pourra bien sir couper de maniére plus judicieuse les € si ’'on veut obtenir a la
fin la majoration F,, < e.

Exercice 3
(a) Montrer que pour tout n € N, I’équation = + In(x) = n admet une unique solution, notée z,,.

(b) Montre que (), oy est monotone et donner sa limite.

(c) Donner un développement asymptotique & trois termes de (), cx-

Solution:

(a) La fonction f:z — z + In(z) est strictement croissante sur ]0,4o0[ et réalise donc une bijection de ]0,4o0[ sur
]—00, +o0], ce qui permet d’obtenir 1'existence et 'unicité de z,, = f~!(n) pour tout n € N.

(b) En reprenant les notations de (a), si n € N alors f(z,4+1) =n+1>n = f(z,) donc par stricte croissance de f,
on voit que T, 41 > T, : la suite (z,), oy est strictement croissante. Si I’on suppose par I'absurde qu’elle converge
vers un réel [, alors par continuité de f on a ngrfoo f(x,) = f(I) mais on sait par ailleurs que f(z,) =n — +00

lorsque 7 — +o00. En conclusion, (z,,), .y tend vers +oo.
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(c) La bonne fagon de voir les choses est d’écrire, pour tout n € N,
Tn =n —In(x,).

A partir de 1a, puisque (#n),ey tend vers +oo lorsque n — 400, on voit que In(z,) = o(z,), donc z, ~ n,
c’est-a-dire
Tn =n+o(n).

Le plus dur est fait, il suffit ensuite de réinjecter et de dérouler les calculs :

Tn =n —In(x,)

Et on continue pour obtenir le développement & trois termes :
Tn, =n — In(z,)
=n—In(n —In(n) + o(1))
In(n)

=n—1In(n) —In (1_ n +0(711>)

— () 4+ B 0(1> ,

n n

Exercice 4
(a) Montrer que pour tout n € N*, I’équation ™ — nz + 1 = 0 admet une unique solution dans ]0, 1[, que l’on notera .

(b) Donner la limite I de la suite (z)nens-
(c) Trouver un équivalent de z,, — [.

Solution:
(a) On note f,, : © — ™ —nx + 1, on vérifie facilement que la fonction f,, est strictement décroissante sur ]0, 1], elle
réalise donc une bijection de ]0,1[ sur |—n, 1], donc x, = f,;1(0) est bien défini de maniére unique.

(b) Si n > 1, on calcule fri1(zn) = 20 —nzy +1 — 2, = —z, < 0, donc fry1(2n) < foy1(znt1), par stricte
décroissance de f,11, on voit que x,, > x,41 : la suite (x,,),en+ est strictement décroissante. Comme de plus elle
est minorée par 0, elle converge vers un réel [ € [0, 1]. Mais le terme 2! reste borné par 1 pour tout n € N*, donc
si { # 0 on aurait f,(x,) ~ —nl lorsque n — 400, ce qui est une contradiction. En conséquence, [ = 0.

(c) Comme nz,, = 14z} et que (x,)nen~ converge vers 0, on peut écrire nz,, = 1+ o(1), c’est-a-dire nzx,, ~ 1 lorsque
n — +o0o. A partir de 13, on en déduit facilement que lorsque n — 400,

Ly ~ —.
n

Exercice 5
Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose que f et f” sont bornées sur R et I'on note My = supg | f| et
My = supg | f"].
(a) En appliquant une formule de Taylor judicieusement choisie, montrer que pour tout = € R et tout h > 0,

hMy  2M,
!/

< _—
IO

(b) En déduire que si I'on définit M; = supg |f’|, alors My < 2¢/MyMs,.

Solution:
(a) On se donne z € R et h > 0 et 'on applique la formule de Taylor a 'ordre 1 :

2

Fath)— (@) = h @) < sup |7

[z,xz+h]
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En utilisant de plus 'inégalité triangulaire,

h2
hf' (@) < |f (x + B)[ + |f(2)] + = My
h2
< 2Mpy + ?M%

et il suffit de diviser par h pour obtenir le résultat souhaité.

M. M
(b) Comme h est arbitraire, il suffit de le choisir de telle sorte que 5 2 4 TO soit le plus petit possible, une étude
M
de fonction indique que c’est pour h = 24/ MO et que dans ce cas on obtient |f'(z)| < 2v/MyM,. Mais z est
2

arbitraire, c’est donc suffisant pour conclure.

Exercice 6

Soient a et b deux réels tels que a < b. On note E ’ensemble des fonctions continues définies sur [a, b] & valeurs strictement
positives et ® 'application définie sur F par

b b
dt
o) = [ foae [ .
a o f()
Déterminer m = inf ®(f) et M = sup ®(f) et éventuellement les fonctions pour lesquelles ces extrema sont atteints.

fek feE

Solution: Pour 'infimum de ®, on remarque que grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz on peut écrire, pour f € F,

b
b—a:/ dt
a

>
~
—~
~
~

a \/ f(t)

gﬂbf(t)dt\//ab;;
7

— 0.

1
Cela permet d’écrire directement que ®(f) > (b—a)?, avec égalité si et seulement les fonctions v/f et —= ont colinéaires,

v

1
c’est-a-dire si et seulement il existe A € R tel que \/f = Aﬁ’ autrement dit f = \. En d’autres termes, m = (b — a)?

et I'infimum est atteint uniquement pour les fonctions constantes.

Pour le supremum, il n’y a pas de majoration évidente de ®(f) par une quantité qui ne dépende pas de f. En fait,
M = +o0, et pour le prouver il suffit d’exhiber une suite (f,)nen+ de fonctions de E telle que ®(f,,) — +oo lorsque
n — +00.

La suite proposée ici n’est évidemment pas la seule possible. On se fixe n > 1. L’idée est de construire une fonction

b
qui prenne 3 la fois des valeurs trés grandes sur un intervalle de longueur non nulle (de fagon a ce que / f(t)dt soit
a

b
dt
grand) mais qui en méme temps prenne la valeur 1 sur un intervalle de longueur non nulle (de sorte & ce que —

o f()

ne soit pas trop petit). Plus précisément, on découpe 'intervalle [a,b] en trois segments de longueurs égales, sur le
segment de gauche on impose f,, = n, sur celui de droite f,, = 1, et sur celui du milieu on prend une fonction affine
qui relie n & 1 (on laisse au lecteur le soin de faire un schéma). On a alors

b
/ F()dt > / fult) dt
a segment de gauche

= / ndt
segment de gauche

b—a
3

=N
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et

I \%

[

/ fa(t)dt
segment de droite

/ at
segment de droite
b—a

3

(b—a)?
9

Pour ceux qui trouvent cette construction obscure, on peut aussi se contenter des fonctions affines dont la pente

augmente avec n, par exemple en définissant, pour n € N et x € [a,b], fn(z) = n(z — a) + 1. En effet, on peut
(b—a)?
2

Cela permet de voir que ®(f,) >n , ce qui est bien une quantité qui tend vers +oo lorsque n — +oo.

faire le calcul et vérifier que, lorsque n — 400, ®(f,) ~ In(n). Le défaut de cette construction étant que on

comprend moins « pourquoi ¢a marche ».

Exercice 7

2014
Calculer le développement limité en 0 & I'ordre 2015 de = +— In (Z 2)
k=0

Solution: Ici la bonne fagon de voir les choses (ce que certains pourraient appeler « astuce ») est de remarquer que

2014 2015
x X
jéz‘éf 2015!*'0(mmn5)'

A partir de 1, il suffit d’utiliser les propriétés de la fonction logarithme :

2014 ok 22015 2015
In Z o =In (e ~ 50151 +0(x ))

k=0
=t (e (1= S o))
—x+m<1 %m1+oﬂD+0@%w0
(

2015!

2015 2015
=z+In(1- E (x ))
2015 2015

-t 2015!*’0( )

1.2 Séries numériques, intégrales impropres

Exercice 8
In (1 +t%)

m est elle intégrable sur |0, +oo[ 7

Pour quelles valeurs de a et b la fonction ¢ —

In (14 t%)

m est continue sur ]0, +oo[, mais l'intégrabilité au voisinage de 0 et de +oo

Solution: La fonction f:¢—

peut poser probléme.

Aw voisinage de 0. Si a > 0, on voit que f(t) ~ t*~° donc l'intégrale de f est convergente si et seulement si a —b > —1.

aln(t
( ) , donc lintégrale de f est convergente si et seulement si b < 1 (cf. le cours

Au contraire si a < 0 alors f(t) ~
sur les intégrales de Bertrand).
aln(t)
tb
convergence si et seulement si b > 1. Si a < 0, alors f(t) ~ = donc la convergence a lieu si et seulement si a —b < —1.

Au voisinage de +00. Si a > 0, alors f(t) ~ , 1a encore le cours sur les intégrales de Bertrand informe qu’il y a
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Synthése. Si a > 0, on doit donc avoir 1 < b < 1+ a et si a <0 on doit avoir 1 +a < b < 1. Dans le cas o1 a = 0, on
peut vérifier que l'intégrale ne converge pas, soit au voisinage de 0 si b > 1, soit au voisinage de +oo si b < 1.

Exercice 9

In(x .. . s
Soit f:x— — (z) 7~ Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit intégrable sur 11,400
x

(z—1)

Solution: La fonction f est continue sur |1, 4+o0o[, mais I'intégrabilité au voisinage de 1 et de 400 peut poser probléme.

Awu voisinage de 0. On voit que f(z) ~ donc l'intégrale de f est convergente si et seulement si b— 1 < 1.

o
(z— 1)1’

In(x)
anrb ?

Aw voisinage de +0o. On voit que f(z) ~ le cours sur les intégrales de Bertrand informe qu’il y a convergence

si et seulement si a +b > 1.

Synthése. La condition nécessaire sur a et b est donc b < 2 et a+b > 1.

Exercice 10

1
Soit n € N. Calculer I, = / (Int)™ dt aprés en avoir justifié 'existence.
0

Solution: Notons f, : t — (Int)", cette fonction étant continue sur ]0, 1] pour tout n € N, le seul obstacle possible

a la convergence de l'intégrale se situe, lorsque n > 1, au voisinage de 0. Mais comme, au voisinage de 0, pour tout
1

n € N*, on a In(t) = 0(15*%), donc on voit que f,(t) = 0(\/%), ce qui est suffisant pour assurer la convergence de

Iintégrale et donc la bonne définition de I,,.

Pour calculer I,,, on effectue une intégration par parties. On se fixe donce >0et n>1:
1 1
/ (Int)" dt = [t(Int)"]} — n/ (Int)"!
€ €

= —¢(lne)" — n/l(lnt)"l,

puis il suffit de faire tendre ¢ vers 0 pour que le premier terme du membre de droite tende vers 0, ce qui permet
d’obtenir
I, = —nl,,.

Une récurrence immédiate, couplée au fait que Iy = 0, donne : Vn € N, I,, = (—=1)"nl.

Exercice 11
Soient a > 0 et f: R, — R de classe C? tels que f” > a. Montrer que (1 + |f|)~! est intégrable sur R,

Solution: En intégrant deux fois de suite I'inégalité f” > a, on en déduit que pour tout z € R, , on a

azv2
F@) 2 F(0) +25'(0) + -,

2

ax 1 1
donc pour z assez grand, 1+ |f(x)| > ——, ce qui s’écrit ——— = O —
b : 7@ =% e =0

) au voisinage de +o00, c’est suffisant pour
x

prouver que (1 + |f|)~! est intégrable sur R..

Exercice 12

—+o0
Soit f : Ry — Ry une fonction continue et positive telle que / f(t)dt = 400. On note g la primitive de f qui s’annule
0

en 0, c’est-a-dire g(z) = / f(t)dt. On définit la fonction h par
0

Ve e Ry, h(z) = —"—
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x
(a) Soit z¢ € R;. Montrer qu'il existe x > xq tel que / h(t)dt >

Zo

| —

(b) En déduire que h n’est pas intégrable.

Solution:

(a) Puisque la fonction g est croissante, on voit que pour tout ¢t € [zg,x], on a

1 En intégrant
cette inégalité, et comme g est la primitive de f,

! g(x) — g(xo)
/mo h(t) dt > R

Mais puisque la limite de g en +00 est +00, il est clair que le terme de droite tend vers 1 lorsque * — +o0. Pour
x assez grand, il aura dépassé 2 et il en sera alors de méme pour le terme de gauche.

Tp41
(b) En itérant le processus, on peut trouver une suite croissante (z,,),,cy telle que pour tout n € N, / h(t)dt >

Tn

DN |

On a alors, pour n € N,

v

ce qui est suffisant pour conclure puisque n est arbitraire.

Remarque. Puisque g a pour limite +00 en +oo, on voit que h = o(f). On vient donc de prouver que si f n’est pas
intégrable, on peut construire une fonction h, négligeable par rapport & f, et qui pourtant n’est toujours pas intégrable.

Exercice 13

Donner la nature de /2 V/tan(t) dt.
0

™
Solution: La fonction f : ¢+ y/tan(t) étant continue sur [O, 5 {, le seul obstacle possible a la convergence de l'inté-

1
grale se trouve au voisinage de g Mais un développement limité (ou l'utilisation de 'identité tan (g — t) = m)
an
T 0 1
montre qu’au voisinage de 5 f (5 — t) ~ —, ce qui suffit pour dire que la fonction f est intégrable au voisinage de

Vit

T et donc sur [0, T [
2 2

Exercice 14

x
Montrer que f : t — cos(t?) n’est pas intégrable mais que / f(t) dt posséde une limite finie lorsque x — +o0.
0

Solution: La fonction f étant continue sur [0, +oo], le seul obstacle se situe au voisinage de +o0. La premiére étape,
en effectuant le changement de variables u = t2, est de remarquer que

/11 F(t)dt = /j Cgi’%) du.

En effectuant ensuite une intégration par parties, on trouve alors

/11 Fydt = [b;ri%)}jz + /jz blfu(“) du

B sin(x?)  sin(1) /x sin(u)
= + du.

o Nlw

20 2 dud
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Lorsque x — 400, le premier terme tend vers 0, le second ne dépend pas de z et le troisiéme tend vers une constante

1

(en effet, puisque Sln(?) =0 () cette fonction est intégrable). Cela montre que / f(t) dt posséde une limite finie
uz uz

lorsque z — 4o00.

Avec le méme changement de variables, on voit aussi que

/o”|f<t>|dt=/0”2'cgjg>'du

1 1
Or, en notant I,, = [(2n — 1/2)m, (2n + 1/2)7], on voit que, si u € I,, cos(u) = | cos(u)| et >

2Vu = \/@2n+1/2)x’

qui permet d’écrire

/ | cos(u)| du > cos(u)
L, 2Vu IRVAl 2n+1/2

2n+1/2)1

Par positivité de | f|, on peut écrire, si 22 > (2N + 1/2)7, que

’ _ [ Leos(u)]
| o= [ 57

N
| cos(u)
ZZ/I NI

Z v/ 2n+1/2

2 2 2
V2 lorsque n — +00, la série de terme général ——— diverge, on peut donc

@ntl2n Vi @n+1/2)n

minorer / |f(t)| dt par une quantité qui peut étre rendue aussi grande que voulue pourvu que z soit assez grand, ce
0

mais puisque

qui montre que la fonction f n’est pas intégrable sur [0, +oo].

Exercice 15 N

Etudier, en fonction de «, la convergence de la série de terme général ————.
In(n+1)

[e3 o
D) T T
u, diverge grossiérement. Si o < 0, la fonction f est décroissante et positive donc on peut utiliser les comparaisons
séries-intégrales : la série de terme général u,, converge si et seulement si la fonction f est intégrable sur [1, 400l
Mais pour cette derniére, on pourra consulter son cours sur les intégrales de Bertrand pour se convaincre qu’elle est
intégrable si et seulement si o < —1.

Solution: Notons u, = .Sia > 0, lasuite (uy,), . diverge, donc la série de terme général

neN

En conclusion, la série de terme général u,, converge si et seulement si @ < —1.

Exercice 16
E(V/ 1)—F
Soit o > 0 et (up)nen+ la suite définie, pour n > 1, par u,, = (vVn+1) (\/ﬁ), ou F(z) désigne la partie entiére du
nO[

réel x.
(a) Donner, en fonction de «, la nature de la série de terme général u,,.

(b) Calculer la somme de la série dans le cas o = 1.

Solution:
(a) L’observation cruciale est que pour la plupart des entiers n, on a E(v/n + 1) = E(y/n). En effet, on pourra se
convaincre que c’est seulement si n+ 1 = p? (avec p € N*) que E(v/n+1) — E(y/n) =p— (p— 1) = 1, dans tous
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les autres cas E(v/n + 1) = E(y/n). A partir de 14, on peut écrire

i E(/n+1) - E(vn) E(VXN:“) 1
a - 2 _ 1\a’
n=1 n p=2 (p 1)
. 1 1 . - . . .
Mais comme W ~ 1% lorsque p — +o00, on voit que la série de droite converge si et seulement si 2a > 1,

B(/a¥1) - E(/n)

n(l

et il en est donc de méme pour celle de gauche. En conclusion, la série de terme général
converge si et seulement si o > 3.

(b) Si @ =1, au vu de (a), on peut écrire

X E(Wn+1) - E(Yn RE |
Zl(ﬁi W—ZQ

Mais puisque

on voit apparaitre une somme téléscopique :

Srtr=a (5 Gi) e G5) (e -]

p=2

Exercice 17 )

In(n) + (=1)"n>’

Discuter, en fonction de « € R, la nature de la série de terme général

1

In(n) + (—=1)"n>’
1 1 - L .

—— lorsque n — 400 donc u,, > — pour n assez grand : la série de terme général u,, diverge.

In(n) Vn

Si a > 0, alors on peut écrire le développement, asymptotique suivant :

Solution: Notons u, =

Si o <0 alors u,, ~

1 _ In(n)\ "
=(-1D)"n %1+ (-1)"
i s = 0 (1 o)
- LIn(n)  (In(n)
=(-1)"n (1(1) L +o< o
(=)™  1In(n) In(n)
— 0]
no n2a n2a
o
n« "
In(n) . D - . . - ,
avec v, ~ — . Le premier terme est le terme général d’une série convergente par le critére spécial des séries alternées,

donc la série de terme général u,, converge si et seulement si celle de terme général v, converge. Mais (v,), oy est une
suite positive et I’on dispose d’un équivalent pour cette derniére, donc u,, converge si et seulement si la série de terme

In(n)

n2a

général converge. Mais cela arrive (consulter son cours sur les intégrales de Bertrand) si et seulement si 2a > 1.

En conclusion, la série de terme général w,, converge si et seulement si o > ok
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Exercice 18

Etudier la convergence de la série de terme général {/n+ 1 — ¥/n.

Solution: On note u, = {/n + 1 — {/n le terme général

YnFi- v

(=)
o ()

Un,

Par comparaison avec les séries de Riemann, la série de t

. Pour étudier la convergence de la série, on fait un dévelop-
pement asymptotique du terme général en prenant garde & passer a la ’exponentielle :

)-en

_ In(n)\ [ 1 N 1
- oxp | n? n2 )|
. . P 1 1
Lorsque n — 400, le premier facteur du produit tend vers 1 et le second est équivalent a —;, de sorte que u, ~ —;.
n n

In(n)

»
(M)

erme général (u,)pen+ €st convergente.

Exercice 19

2

Discuter, en fonction de o > 0 la convergence de la série de terme général (n®sin (n=*))" .

2
Solution: On note u, = (n®sin (n~*))" . On essaye de

(n*sin (n=))" =

-
(

= exp

= exp

= exp

général u,, diverge grossiérement. Au contraire, si 2ac — 2

2—2a
n2un =exp |—

fait qu’il faut & un moment ou & un autre passer a la forme exponentielle :

1 1 1 n?
1ttt (L
no 6n3a n3o¢
1 1\\"
e ol

n?ln <1 —
2
1— ——
(-5
T Gn2o—2

A partir de 14, si 2a —2 > 0, alors la suite (u,)nen+ tend vers une constante strictement positive donc la série de terme

donc la suite (nzun)neN* converge vers 0, en particulier u,, = 0(

conclusion, la série de terme général u,, converge si et seulement «

faire un développement asymptotique, on prendra garde au

1

n2a

)
)
)|

oo + 0<

1 (1
+o0

n2o
(1
+ o

n2a72

2c

1

< 0, alors

+2In(n) + + 0(n2_2°‘)} ,

1
712> : la série de terme général u, converge. En
<L

Exercice 20

1
Etudier la convergence de la série de terme général (—1)" /
0

tn
14t

dt.

Solution: On note u,

Pour la décroissance, on peut écrire, si ¢t # 0, que u,

1 n
/ T3 dt, et 'on a envie d’utiliser le critére spécial des séries alternées. Pour cela, il faut
0

montrer que la suite (uy), cy est positive (c’est clair), décroissante, et converge vers 0.

dit

rpr= Mais si m > n alors pour tout ¢t € ]0,1],

:/01
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1 1
. En intégrant cette inégalité sur ]0, 1], on conclut & la décroissance du (uy),, -

<
14+t=m — 14+¢m
Pour la limite lorsque n — 400, il ne faut pas chercher & calculer explicitement u,. Au contraire, en majorant

1 n 1
/7dt§/tndt
o 1T+1 0
1
n+1’

grossiérement le dénominateur,

c’est suffisant pour conclure que (uy), oy converge vers 0.

Exercice 21
Un+1

Soit (un,),, ¢y une suite de réels strictement positifs telle qu’il existe A > 0 tel que —

1
=1—-—+ O<2) lorsque n — +o0.
n n

n

n 1
(a) Montrer que la série de terme général In <u+1> + Aln <n+> converge.
n

Un

(b) En déduire qu’il existe ¢ > 0 tel que wu, ~ %
n
n

(c) Donner la nature de la série de terme général -
n.e

Solution:

(a) On note v, =In (

1
un+1> + Aln (n + ) On effectue un développement asymptotique de la suite (vp,)nens :
Unp, n

vnln<1)\+0(12>) +)\ln<1+1>
n n n
A 1 A 1
- Aio(L) (1)
n n n n
1
-0(5%):

Par comparaison avec les séries de Riemann, on voit que la série de terme général (v, )nen+ est convergente.

n
(b) On note S, = Z vk, par (a) on sait que la suite (S, )nen+< converge vers un réel [. Or, on peut voir (la somme se

k=1
télescope) que

Sy =1In (unﬂ> +Aln(n+1)
U1

—In ((n + 1)*“"“) .

Ul

. . . . . c
On voit donc que la suite ((n + I)Au"+1)n6N* converge vers ujel, ce qui veut bien dire que w, ~ vy lorsque

n — 400, avec ¢ = uyel > 0.

Hugo LAVENANT page 11 Pour toute question, hugo.lavenant@gmail.com
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n
n 2 2 2 .
(¢) On note u, = —— et, pour se ramener au cadre de I’énoncé, on effectue un développement asymptotique :
n

len
n+1 | n
Unt1 (n+1) Lo e
Un, n" (n+ 1)1 entl
1 n+1\"
= — 1
e <o (U0

1 1
= —exp {nln (1 + )]
e n

R

1 . . c
On est bien dans le cadre de I’énoncé avec A = oh En conséquence, d’aprés (b), il existe ¢ > 0 tel que u, ~ 7
n

Par comparaison avec les séries de Riemann, on voit que la série de terme général (u,)nen diverge.

1
Remarque. On peut montrer, & 'aide d’outils plus avancés, que pour la question (¢) on a ¢ = ———, c’est-a-dire

Vor'

n

! ~ V2R (c’est la formule dite de Stirling).
eTL

Exercice 22

n
1
Pour n > 1, on définit u, = Z —.
o VE

(a) Donner un équivalent de (u,)nen--

(b) Montrer que la suite (u, — 24/1)pen+ converge.

Solution:

1
(a) L’outil est ici la comparaison série-intégrale. En notant f : ¢+~ %, puisque cette fonction est décroissante, si
k € N*,

k

k+1
/k fa< s < [ Fwa

k—1

En sommant ces inégalités (sauf la majoration pour k = 1 car f n’est pas intégrable au voisinage de 0), on obtient

n+1 n
[ rwar<u < sm+ [ soa
1 1
Mais on peut calculer une primitive de f, donc on obtient I’encadrement explicite suivant :

Wn+1—1<u,l+<2Vn-—2,

ce qui se réécrit u, = 24/n + O(1), en particulier u,, ~ 2v/n lorsque n — +oo.

(b) Notons v, = u, —2y/n. Pour montrer que la suite (v,,),, .y est convergente, on ne peut plus utiliser la comparaison
série-intégrale : elle n’apporte pas assez d’information. On va plutot prouver que v,41 — v, est le terme général
d’une série convergente, ce qui suffit pour montrer que la suite (Un)nGN converge. Pour cela, on trouve un majorant,
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de vy 41 — v

vn+1—vn=m—2\/m+2f
= 1n<1+;>_%—2\/ﬁ <1+i>é—1]
v0f2) ol o(2)]
o(3) - wo(3)

ce qui est suffisant pour conclure a la converge de la série de terme général v,,11 — vy,

Exercice 23

1
Pour n > 2, on définit u,, = —_—.
" 1;2 kln(k)

(a) Donner un équivalent de (un)n>2.

(b) Montrer que la suite (u,, — In(ln(n))),>2 converge.

Solution:

(a) L’outil est ici la comparaison série-intégrale. En notant f : ¢ —

k> 2,
k+1
A FH)dt < F(k) <

En sommant ces inégalités (sauf la majoration pour k = 2 car f
n+1
t)dt < u
/2 &) dt < un < 21n

explicite suivant :

Mais on peut calculer une primitive de f (¢t — In(In(¢)) convient par exemple), donc on obtient I’encadrement

1
W7 puisque cette fonction est décroissante, si
n

k

Ft)dt

k—1
n’est pas intégrable au voisinage de 1), on obtient

i+ [ s

In(ln(n + 1)) — In(In(2)) < u, <

ce qui se réécrit u, = In(ln(n)) + O(1), en particulier u,

~ 2In(2
~ In(In(n)) lorsque n — +oco.

L ] + In(In(n)) — In(In(2)),

Notons v, = u, — In(In(n)). Pour montrer que la suite (v,),cy est convergente, on ne peut plus utiliser la
comparaison série-intégrale : elle n’apporte pas assez d’information. On va plutot prouver que v,, — v,_1 est le
terme général d’une série convergente, ce qui suffit pour montrer que la suite (v,)p>2 converge. Pour cela, on

calcule un majorant de v,, — v, _1 :

Up — Un—1 =

nln

In(l

(n)
n&m+ (
:n&m+m(M)1$;_)>
“nhin)+J“<1“nhin)+‘)<nﬂivw>>
1 1

n(n)) + In(In(n — 1))

lnn—l)

= +0 L
~nln(n)  nln(n) n?In(n)
1
= O _—
<n2 ln(n))
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ce qui est suffisant pour conclure & la converge de la série de terme général v,, — vj,_1.

1.3 Suites et séries de fonctions, intégrales & paramétres

Exercice 24

1
Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. Déterminer lirf / f@&™)de
n—-+0oo

Solution: Pour n € N, on note f,, : t — f(t™). La premiére étape d’étudier la convergence simple : on vérifie que f,
converge simplement vers la fonction g définie par

C[r0) siteoq]
ﬂw{ﬂn sit=1

La fonction g est continue par morceaux, pour appliquer le théoréme de convergence dominée il faut vérifier que
I’hypothése de domination est satisfaite. Or, en notant M un majorant de |f| (un tel majorant existe car f est
continue sur le segment [0, 1]), on voit que pour tout n € N et tout ¢ € [0,1], fn(t) < ¢(t), ou ¢ est la fonction
constante et égale & M. Cette fonction ¢ est intégrable sur [0, 1], donc on peut passer a la limite sous l'intégrale :

1
[ di= / Jn?)

:/0 g(t) dt

= f(0).

Exercice 25
“+o00

1
Montrer que Z n "= / t~tde.
0

n=1

Solution: 1l faut partir du membre de droite et exprimer f(¢) = ¢~* comme une série de fonctions. En effet,

f—t — p—tin(®)

_ Z tln
(=tIn(#))"

on note donc f,(t) = '
n!

, et 'on sait que la série de terme général f,, converge simplement vers f. Pour calculer

1
/ fn, on introduit la quantité I, ,, :/ t"(In(¢))™ dt, et Pon remarque, & P’aide d’une intégration par parties, si
0

m > 1,
! Lot me
Iym = In(t))™| — In(t))™ " dt
e M I =1

_om

- n+1 n,m—1-
N m! m!
A partir de 14, une récurrence immédiate montre que I, ,, = (—1)mmfn’o = (—1)mm. Mais comme

1

/ fa(t)dt = ) ~———1I,n, on en déduit que / fa(t)dt = m Or il se trouve que les f,, sont & valeurs positives

1 1 1 1
donc /0 |fr(t)] dt = CEE Mais la série de terme général el est convergente puisque CESEE =0 (n2>
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lorsque n — +o0. En conclusion,

n=0

—+o0
= g n_".
n=1

/Olttdt/olf(t)dt

+o0
= falt)dt

— 2 (n + 1)7L+1

Exercice 26
"n(1 —#?)
t2

En calculant / (
0

dt de deux maniéres différentes, montrer que Z
n

+oo 1

(2n—1)

21n(2).

n=1

In(1 — #2)

Solution: On note f:t— 2

pour t € [0,1]

ft)
n=1 n

t2(n—1)

On définit naturellement f,,(t) et l’on sait que la série

1
| fatrae=——
0

1
n(2n —1)

~

1
et puisque f, est & valeurs négatives, / |fn(t)] dt =
0

1
de terme général / | frn(t)| dt est convergente. On peut donc écrire
0

J

Uln(1 — ¢2) =

t2
n=1

prenant garde & intégrer sur [¢,1 — ] pour € > 0,

/

=€ In(1 - #?) e

12

In(1 — ¢2)
t

|
n(l — 2
1(1tt)L

In(1—1t)+In(1+41¢)

o

dt =

= M

1

|
|

1—¢

:ln(l —t)(1—1t)
t

g

. Un développement limité au voisinage de 0 informe que l'on peut prolonger f

par continuité en 0 en posant f(0) = —1, de sorte que f est continue sur [0,1]. De plus, f(1 — h) ~ In(h) = o(\/ﬁ)

1
lorsque h — 0, donc / f(t)dt est bien défini. Mais on peut écrire In comme somme d’une série, plus précisément,
0

T 2m-1

(sauf en 1 mais cela ne change pas la valeur des intégrales). On calcule facilement

n(2n —1)’

1
32 lorsque n — 400, ce qui garantit que la suite
n

dt:—zn

(2n—1)°

Mais on peut calculer le membre de gauche explicitement ! En effet, si 'on effectue une intégration par parties, en

N

—€

In(1+£)(1 +1t)

de terme général f, converge simplement vers f

1

2
1—12)
Ly

141t

dt

1

1-1¢

) a

+ [In(1 —¢) —In(1 + ¢)]

|

1—¢
£

1—¢

t

€
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Puis, en s’aidant du fait que lil%sln(s) = 0, on obtient, en faisant tendre ¢ vers 0,
E—r

ce qui permet d’obtenir le résultat souhaité.

/1h1(1t;752>dt: (0—1)— (2In(2) - 1)
0
= —21In(2),

Exercice 27

2 n(l—t LIn(t
(a) Verifier (aprés avoir justifié I’existence des intégrales) que / In(1=#) dt = / 111( 1 dt.
1
2

(b) En déduire que Z

0 t

too 2 2 too 2
1 ™ In(2 . . 1 s
= (2) . On pourra supposer connue l’identité g — =

n

n=1

onp2 12 2
=1

(a)

Solution:

In(1—1¢) In(t)
1t

1 1
continues sur respectivement [0, 3 et 3 1| (avec f(0) = —1 et g(1) = —1), ce qui montrent que les intégrales

sont bien définies. Le changement de variables t — 1 — ¢ permet d’obtenir ’identité

/Oéln(lt_t)dt/ inf)dt

On note f:t— et g:t— et l'on vérifie, a ’aide d’un développement limité, que f et g sont

-

On sait que ’'on peut écrire

et
% - +Z £ In(t)
n=0

et g : t — " 1n(t), de sorte que la série de terme général f,,, respectivement

n—1

ce qui invite & définir f, : t — —

gn, converge simplement vers f, respectivement g. On calcule

/ Fult)dt = g,
et, & I’aide d’une intégration par parties,

1 tn+1 1 1 tn
n(t)dt = In(t — dt
o= (]

2
B In(2) N 1 B 1
C2vtl(n 1) 2tl(n+1)2 (n+41)2°

% 1 1
Comme les f, et les g, sont & valeurs négatives, / | fn(t)|dt = / fa(t)dt = <2> et / lgn(t)| dt =
0 n 1

1
1
—/ gn(t) dt = O( 2) de sorte que ’on peut écrire
1 n

Nl

= 7 In(1 —t)
_Z np2 dt
= 2" 0 t

= In(2) 1 1
B <2"+1(n—|— 1) * 2+ l(n+1)2  (n+ 1)2) '
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Mais dans la derniére somme, les trois termes son individuellement sommables, donc on peut « casser » la somme
en trois et faire passer le terme du milieu & gauche pour obtenir

=1 n(2)
222"’”2 :27722n n
n=1 n=1 n=1

71'2

“+oo
1 1
Pour conclure, il suffit d’utiliser l'identité In ({1 — = | = — Z —— et de diviser par 2.
2 1 2nn

Exercice 28
Soit f : [0,1] — R% une application continue & valeurs strictement positives. On note F' la fonction définie sur Ry par

/ I
( ) Justifier que F est dérivable sur R, et calculer F’(0).

1/

a—0t

(b) En déduire la valeur de lim ( / f(@) dt)

Solution:

(a) On note g(t,a) = f(t)* = e*F®) On se fixe A > 0 et on va montrer que F est de classe C* sur [0, A]. Pour
cela, on remarque que

@ _ aln(f(t))
99,1, 0) = n( t))e U,

En notant M un majorant de la fonction |In(f)| sur [0, 1] (la fonction In(f) est bien définie et continue puisque f
est continue et strictement positive, donc elle est bornée sur le segment [0, 1]), on a, pour tout « € [0, A] et tout
tel0,1],

99

Lt a) < ob),

2 t0) <00

oil ¢ est la fonction constante et égale & MeAM en particulier elle est intégrable sur [0,1]. Comme de plus les
hypothéses de continuité et dérivabilité de la fonction g sont satisfaites, on peut dériver sous le signe intégrale,
c’est-a-dire que F est dérivable sur [0, A] et

1
Fla) = /0 In(f(£))e 00 gy,

Comme de plus A est arbitraire, F' est dérivable sur R, , et en particulier

1
F/(0) = /O In(f(t))dt.

(b) On cherche lim (F(a))*®. Mais comme F(0) = 1 et que F est dérivable en 0, lorsque a — 0,

a—07t
F(a) =1+ aF'(0) + o(a).
En injectant dans I’expression qui nous intéresse, lorsque oo — 0T,
(F(a))V/* = (14 aF'(0) + o))/
= exp (; In(1+ «F'(0) + 0(a))>

= exp (F7(0) + o(1)),

iy ([ ) o ([t ar).

c’est-a-dire
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Exercice 29 N
*1- t
On pose f(z) = / %(x)e*t dt.
0
(a) Donner le domaine de définition de f.

(b) Calculer f.

Solution:

(a) Onnote g : (x,t) — 1= cos(tz)

t2

2
en 0 (et g(z,0) = x—), et g(z,t) = O(e™!) lorsque z — +oo de sorte que g(x,e) est intégrable sur [0, +oo| : le
domaine de définition de f est R.

(b) Fixons nous A > 0 et montrons que f est de classe C? sur [—A, A]. Pour cela, on remarque que

e~*. On remarque que si ’on se fixe = € R, alors g(x, ) se prolonge par continuité

g sin(tz) _,
Ll t) =
air ($7 ) t €
et o2
a—xg(x,t) = cos(tx)e "
dg d%g X —t t
de sorte que, pour tout x € [—A, 4], a—(x,t) < p(t) et W(m,t) < (t) ou p(t) = Ae " et (t) = e~* sont
x x
des fonctions intégrables sur [0, +oo[. Comme A est arbitraire, cela montre que f est de classe C? sur R et en
particulier
+oo
' (x) :/ cos(tx)e " dt
0
_¢71t0o0 teo . —t
= [—cos(tx)e™"] ;" - / xsin(tz)e " dt
0
+o0 oo
=1-[-z sin(ta:)e_t]o - / 2% cos(tx)e " dt
0
=1-—22f"(z).
1
Cela conduit a f"(z) = I donc f'(z) = arctan(z) (on vérifie en effet que f/(0) = 0). Mais une intégration
x

par parties, puisque f(0) = 0, conduit a

@) = [ arctan(e) a
0
= [tarctan(t)]d — /0 l—iitQ dt
In(1 +27)

= zarctan(z) — )

Exercice 30
L o—a®(14+1%)

T 2

On définit, pour z positif, f(z) = / e dt) et g(z) = / ——dt.
0 0 1+ t2

(a) Déterminer g(0) et la limite de g en +oo.

(b) Monter que f et g sont dérivables et que ¢’ = —f".

+oo
(c) En déduire f en fonction de g puis la valeur de / et dt.
0

Solution:
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(a)

: il s’agit de la fonction arctan. On a alors

1
Pour calculer ¢(0), il suffit de connaitre une primitive de ¢ — e

Lode
0= [ 5%

= arctan(1) — arctan(0)
™

1
Pour la limite de g en 400, il faut utiliser le théoréme de convergence dominée. Plus précisément, on note
e~ (1+t%)

142

)

h(z,t) =
1
de sorte que g(z) = / h(z,t)dt. Or il est clair que lorsque x — 400, la fonction g(z,t) tend vers 0. Comme de

0
plus on a la domination
vz > 0,vt € [0,1], |h(z,t)] < 1 :
~—~

intégrable sur [0,1]

on peut bien passer & la limite sous le signe somme et obtenir

1
li = dt
i o) = [0

=0.

Pour dériver g, on utilise le fait que la fonction h est de classe C! et

8]?, 2 2
%(x,t) = —2ze~® (1),

En particulier, si on restreint « & un segment [0, A], alors on a la domination suivante

vz e 0, Al ¥ e [0, 1], FZ(

a:,t)’ < 2A
=~

intégrable sur [0,1]
Cela permet de dériver sous le signe somme, c’est-a-dire que pour tout = € [0, 4],

L'on
/ _
g(l’)— o 6x(£l',t)dt

1
= 72:17/ 6712(1+t2)dt
0
2 1 2
= —2ze~ " / e~ (7 q¢
0

T
_ 22 —u2
=—2e" / e ™ du,
0

ot 'on a effectué le changement de variables v = zt. Mais A est arbitraire, de sorte que g est bien dérivable sur

T
R, tout entier, avec ¢'(z) = —2e / e du.
0

Quant & f, ce n’est pas une intégrale 4 paramétres, le calcul de sa dérivée se fait plus facilement :

d v 2 z 2
"(z) =2— / ’tdt/ T dt
ra =g ([Ceta) [
o _:1;2 z _t2
= 2e e " dt.
0

Ainsi on voit que l'on a bien f' = —¢’.
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(c) En intégrant I’équation trouvée dans (b), on voit qu’il existe une constante c telle que f = ¢ — ¢g. Mais comme on

voit de plus que f(0) = 0, alors nécessairement ¢ = ¢g(0) = % On a donc la relation fonctionnelle

T
= 1 g.
Il reste alors & prendre la limite x — +o00 pour voir que
. s
A J@) =7

En prenant la racine carré de part et d’autre, on voit que

“+o0
/ et dt = v
0

2

Exercice 31
Soit f,, la suite de fonctions définie par fo(z) = z et f,11(x) = sin(f,(z)) pour tout n € N. Etudier la convergence simple
et uniforme de la suite (f,)nen-

Solution: On commence par se fixer o € R et on étudie la suite (fy,(zo))nen, elle vérifie la relation de récurrence

E, g [ Si z; > 0, comme 0 < sin(z) < x si [O, g {,

Tpy1 = sin(z,). La premiére observation est que z1 € [-1,1] C |— 5

on voit que pour tout n > 1,
0
Oan-i-l anga
La suite (x,),>1 est donc décroissante minorée, elle converge vers une limite /. Par continuité de sin, on voit que
0
sin(l) =1 et comme de plus [ € [0, 5} alors | = 0. Si z7 < 0, il suffit de considérer (—z,,),>1 pour se ramener au cas
précédent. En conclusion, la suite (f,,)nen converge simplement vers 0.

Pour la convergence uniforme, l'observation cruciale, déja faite dans I’étude de la convergence simple, est que, pour
n >1et pour x € R

[fn(@)| < 2n,

s s
ol (X )nen est la suite définie par z¢ = 5 et x,41 = sin(z,), c’est-a-dire z,, = f (5) Comme cette suite tend vers 0,

on en déduit que la convergence vers 0 est uniforme.

Exercice 32

Discuter de la convergence simple et uniforme sur R de la suite de fonctions (f,,)nen définie par f,(x) =e™™

Tsin(nx).

Solution: Si on se donne x > 0, il est clair que f,(z) — 0 lorsque n tend vers +o00. Comme de plus f,(0) = 0 pour
tout n € N, on en déduit que la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers 0.

Pour la convergence uniforme, il faut calculer ’écart entre f, et sa limite, & savoir 0, c’est-a-dire que la quantité a
étudier est supg, | fr|- Pour la calculer, il faut faire une étude de fonction : il est clair que
fl(x) = ne ™" [cos(nz) — sin(nz)],

n

L L . , . ™
en particulier le premier zéro positif de f,, se situe en yre Comme
n

—x/4
i(3n) =75

ne tend manifestement pas vers 0 lorsque n tend vers 400, la convergence n’est pas uniforme.

Exercice 33
+oo

Discuter de la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions E sin(x) cos™(x).

n=0
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N
Solution: On note f,, : z — sin(z) cos™(z), et Sy = Z fn. Il est clair, que si cos(z) # 1 alors
n=0
1 — cos™VT1(z)

Sn(x) = sin(x) T cos(a)

et que si cos(z) = 1 alors sin(z) = 0 donc Sy(x) = 0. En faisant tendre N vers +o0, on en déduit que Sy converge
simplement vers la fonction S définie par

sin(z)
S(x) = 1—cos(x)

0 sinon

six ¢ nZ

11 est plus facile de commencer par vérifier la convergence normale (puisqu’elle implique la convergence uniforme).
Pour cela, il faut calculer sup |f,|. Or, comme

f! = cos" ! —n cos™ ! sin?

= cos" ™ —ncos" (1 — cos?)

= (n+1)cos"™ —ncos" 1,

on voit que f’ (x) est nul soit quand cos(z) = 0 (mais dans ce cas f,(z) = 0), soit quand cos?(z) = % mais dans
n
ce cas

| fa()] = V1 = cos(x)? cos" ()
n/2
- V n—li-l (n:b-l)

1 ( 1>—n/2
= 14+ =
n+1 n

e—1/2

N

lorsque n — +o00. En conséquence, par comparaison avec les séries de Riemann, la série E sup | f| diverge : la série

n

~

de fonctions ne converge pas normalement.
Comme les fonctions f, (et donc les Sy) sont continues, pour montrer que la convergence ne peut étre uniforme il

suffit de montrer que S n’est pas continue. Or, au voisinage de 0, sin(z) ~ x et 1 — cos(x) ~ 1 donc

| =

S(x) ~

8
S

2

SHECI

ce qui est manifestement incompatible avec S(0) = 0.

Exercice 34
Soit f : R — R une fonction de classe C? telle que f” soit bornée. Montrer que la suite de fonctions (f,),en+ définie par

falx)=n <f (z + rlz) - f(a:)) converge uniformément vers f’.

Solution: Il est clair que (f,)nen+ converge simplement vers f’ : cela découle de la définition méme de la dérivée.
Pour ce qui est de la convergence uniforme, le mieux est d’utiliser la majoration de Taylor-Lagrange : si on note M un
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majorant de |f”| sur R, on voit que pour tout z € R,

1 1 ! 1 1
i _ < - g
i (o+5) -2 -1 < 5 s 17
M
A

En multipliant cette inégalité par n, on trouve

, M
fule) = @] < 5,

le terme de droite est indépendant de x et tend vers 0 quand n — 400 ce qui est suffisant pour conclure a la convergence
uniforme.

Exercice 35

+oo
. 2.2
801tf:x»—>g e,
n=0

(a) Montrer que f est définie et continue sur R*.
(b) Montrer que rgl—l&:loof(x) =1

iy
2

—+oo
(c) Montrer que f(x) ~ g au voisinage de 0. On pourra supposer connue l’identité / e du=
z 0

Solution:
(a) On définit naturellement f, par f,(z) = e*"%z, les fonctions f,, sont continues pour tout n € N. Or, si on se fixe

a >0, il est clair que sup |f,| = e_”zaz, en particulier
[a,+o00[
+oo
Z sup |fn| < +o0.

n=0 [(L,-‘,—OO[

Cela signifie que la convergence est normale sur [a,4o00[, donc la fonction f = Z fn est bien définie et continue

neN
sur cet intervalle. Comma a > 0 est arbitraire, f est bien définie et continue sur R*. Comme de plus f est

évidemment paire, elle est bien définie et continue sur R*.

(b) Il s’agit d’utiliser le théoréme d’interversion des limites : il est clair que

1 sin=0

T—r+00 0 sinon

i, s~ {

et puisque la convergence de la série de fonctions f,, est normale sur ]1,+0o0], on est bien en droit d’intervertir les
limites de sorte que lim f(x)=1.
T —+00

(c) L’outil clé est ici la comparaison série-intégrale. Le théoréme d’interversion des limites ne convient pas car f
diverge au voisinage de 0. Plus précisément, a x fixé, par décroissance des f,,

n+1 2, 2 n 2, 2
/ e dt < fo(n) g/ et dr.
n n—1

En sommant pour n allant de 0 & +o0o (sauf pour le membre de droite ou on traite & part le cas n = 0), on obtient

+oo “+ o0
/ et A< Ft) <1+ / e qe.
0 0

En introduisant le changement de variables u = tz, on voit que

+oo 1 +oo
/ et = 2 / e du
0 T Jo

NG

T

Et en utilisant ’encadrement précédent on peut conclure.
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Exercice 36

—+o0
On note S : 2 — Z
n=0

m.’ﬂ

1+an
(a) Quel est le domaine de définition de S'?

(b) Etudier la continuité et la dérivabilité de S sur son domaine de définition.

(c) Donner un équivalent de S au voisinage de 1.

In

14 2n
(a) Si|z| <1, alors il est clair que f,(z) = O(]z|™), et donc la série de terme général (f,(z))nen converge : S(z) est
bien défini. Au contraire, si |z| > 1, alors la suite (f,(x)),en converge vers une constante 1 et donc S(z) n’est
pas défini. Enfin, il est clair que S n’est définie ni en 1, ni en —1 (en —1 les f,, ne sont méme pas toutes définies).

En conclusion, le domaine de définition de S est |—1,1].

Solution: On note f,, la fonction définie par f,, (x)

(b) On se fixe un réel positif a < 1. Sur [—a, a], il est clair que |f,,| < a™. Cela signifie que la convergence est normale,
comme de plus les f,, sont continues, on en déduit que S est continue sur [—a,a]. De plus, toujours sur [—a, al,
les f, sont de classe C''. Puisque

’I’L{En_l ’I’L{E2n

T 1t (It an)?

fn

on voit que sup |f,| < na" "' 4+ na®™ : on est encore en présence du terme général d’une série convergente, donc
[—a,a
la convergence de la série Y f/ est normale. En conséquence, la fonction S est de classe C! sur [—a,a]. Mais
comme a < 1 est arbitraire, on en déduit que S est de classe C* sur |—1,1[.
(c¢) La clé est ici la comparaison série-intégrale. En effet, il est clair, par décroissance (lorsque z < 1) de la fonction
t

t— v
—, que
1+ at 4

n+1 t n t
/ Tt < falz) g/ T g

142t o1 1+ a?
En sommant ces inégalités pour n € N, on voit que

t

+o0 T

Il reste a calculer 'intégrale dans le membre de droite, pour cela on effectue les changements de variables u = ¢ In(x)

puis v = e* :
+o0 t +oo tIn(z)
/ 2 dt= / L
0 1+ at o 1 +et1n(w)
1/ u
/ ¢ du
In(z) J_oo 1+¢e*

I
T At
In(z) Jo 14w

Exercice 37
Calculer le rayon de convergence de la suite (ay,)

sinh(n)
cosh(n)?

(b) ¥n €N, a, = a™ pour un certain o € R.

neN dans le cas ou :

(a) VneN, a, =
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aop = 2mn

a2n41 = 3"

(c) VnEN{

Solution:
n n

(a) II faut calculer un équivalent de a,. Comme sinh(n) ~ % et cosh(n) ~ %, il est clair que

an ~2e "

lorsque n — +oco. A partir de 14, en appliquant par exemple la régle de d’Alembert, il est clair que la rayon de
convergence de (an)nen €st e.

(b) Si« # 0 (dans le cas contraire ’exercice est trivial), alors la suite (a,,)nen ne s’annule jamais, et on peut appliquer

le critére de d’Alembert : comme
an+1

Qn

_ a(n+1)!fn!

et que (n 4 1)! — n! = nn! tend vers +oo si n — 400, le rayon de convergence de la série est

+oo sial <1
1 siaj=1.
0 sial >1

(c) I faut ici revenir a la définition du rayon de convergence. On se donne p > 0 et on veut savoir si la suite (p"ay, )nen
est bornée. Cela est équivalent & ce que les suites (p>"2"),cn et (p?™F13™) soient bornées, c’est-a-dire a ce que

1
2p? < 1 et 3p® < 1. En conclusion, la suite (p"a,)nen est bornée si et seulement si p < —, c’est-a-dire que le

75

rayon de convergence de la suite (a,)nen est

L
7

Exercice 38
Soit E a,x™ une série entiére de rayon de convergence R > 0.

(a) Quel est le rayon de convergence de Z aZx™?

(b) Quel est celui de Z an ™ ?

2
(c) Montrer que le rayon de convergence de Z anx™ est supérieur ou égal a 1.

Solution:
(a) 1l faut revenir a la définition : on note

I={p >0 tels que (anp")nen est bornée}

et
I' ={p >0 tels que (a2p™),en est bornée}.

On alors R = sup I et le rayon R’ de convergence de la série Z a?2™ vaut R = sup I'. Comme on a I’équivalence

(a2 p™)nen est bornée <« ((an\/ﬁn)2)neN est bornée

& (an+/p")nen est bornée,

il est clair que I = {\/p/; p’ € I'}. On en tire, en passant au sup, que R = R/, c’est-a-dire R’ = R2.

(b) On effectue le méme genre de raisonnement que pour (a) : si on se donne p > 0,

(anp*™)nen est bornée < (an(p2)”)nEN est bornée.

Donc, en notant R’ le rayon de convergence de Zanfﬂzn, et en raisonnant de la méme facon qu'en (a), on voit
que (R')? = R, c’est-a-dire R’ = VR.
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(c) Il suffit de montrer que pour tout 0 < p < 1, la suite (anpnz)neN est bornée. Mais puisqu’il existe C' > 0 tel que
lan| < CR™™ pour tout n € N, on voit que

2

2 o
lanp™ | < O~

Or, si p € [0,1], il est facile de voir que le membre de droite de I'inégalité tend vers 0 grace au critére de

d’Alembert, et ¢’est donc suffisant pour conclure.

Exercice 39 1
Donner le développement en série entiére en 0 de ———.
(1+2)(2—2x)

Solution: L’outil clé est la décomposition en éléments simples :

mzi(liﬂzix)

Le DSE du premier terme du membre de droite est censé étre connu, quant au deuxiéme on se raméne & un DSE

connu :
L1 1
2-2z 2 1-3%
+oo L
1 x
-1y
k=0
En remettant ensemble tous les morceaux, on en déduit que
+oo
1 1 1
N (=) R
T+2)2—2) ];J:s(( ) +2k+1>‘7”

On pourra d’ailleurs remarquer que le rayon de convergence est 1.

Exercice 40
Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de In(2 — 3z + z?).

Solution: L’observation judicieuse & faire (ce que certains appellent 'astuce) est que 2 — 3z + 2% = (2 —z)(1 — ). A
partir de 14, on peut se ramener au développement (bien connu?) de In :

In(2 -3z +2%) =n(2 — x) + In(1 — z)
=m(2)+m(1- g) (1 - 2)

too " +oo T
= 1n(2) — e L
n(2) Z n2n n
n=1 n=1
+oo
1\ 2™
=1n(2) — 1+— | —.
@-% (1+5)%
n=1
On peut d’ailleurs remarquer que le rayon de convergence de cette série entiére est 1.
Exercice 41
+oo s

. Calculer la somme dans la série lorsque

Calculer le rayon de convergence, puis le domaine de convergence Z
o 2n+1

xz > 0.

Solution: Pour ce qui est du rayon de convergence, le critére de d’Alembert permet de voir qu’il est égal & 1. En
x = 1, par comparaison avec les séries de Riemann la somme diverge, tandis qu'en z = —1 on est en présence d’une
série alternée donc la somme converge. En conclusion, le rayon de convergence est 1 et le domaine de convergence est

[—1,1].
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+oo n
On note f(z) = E 3 T Pour se ramener & une série connue, on peut remarquer que
n=0 n+
1+ on+41
9 T
zf(z%) =
2n +1

Or, dans le membre de droite, on reconnait la primitive d’une série entiére connue :

too  on+1 z [0
ZO;an :/0 (Zt2n> d

n=0

voode
)y 122

= arctanh(z).

On en déduit alors que pour z € [0, 1],

arctanh (/) .

€Tr) =
fla) =
Exercice 42
n—1 “+o00
Soit (un)nen une suite satisfaisant ug = 1 et Vn > 1, u,, = Z UpUn_1—k. On note f:x — Z un,x” et 'on admet que le
k=0 n=0

rayon R de convergence de f est strictement positif.
(a) Montrer que f(z) =1+ xf%(z) pour tout x € |-R, R].

(b) En déduire f, puis une expression de u,, pour tout n € N.

Solution:

(a) On se donne x € |—R, R|. Il faut multiplier chaque membre de la relation de la récurrence par ™ puis les sommer
pour n € N* afin d’obtenir

+oo +oo /n—1
g unxnzg g UpUn_1—k | "
n=1 k=0

n=1
+oo m
= Z (Z ukum_k> l‘erl
m=1 \k=0
+oo m
=z Z <Z ukumk> ™,
m=1 \k=0
m
ot 'on a effectué le changement de variables m = n — 1. Dans le membre de droite, on reconnait dans Z U Uy —
k=0

le produit de Cauchy de la suite (uy,)nen avec elle-méme, donc le membre de droite vaut z f(z)2. Quant au membre
de gauche, il est clair qu’il vaut f(z) —ug = f(x) — 1. Et toutes les opérations que l’on a effectuées sont bien
licites si |z| < R.

(b) A z €]—R, R fixé, f(z) est solution d’une équation du second degré! On en déduit que

1+ e(z)v1—4z

2x ’

f(x)

ou a priori € est une fonction dépendant de x et & valeurs dans {—1,1}. Mais comme f est continue, € I’est aussi
donc elle est constante. De plus, comme f est continue en 0, on ne peut avoir ¢ = 1 (sinon f divergerait en 0) et

donc nécessairement £(x) = —1 pour tout = € |—R, R], en conclusion
1—-+v1—-42
flx) = o
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Il faut maintenant développer f en série entiére au voisinage de 0. Pour cela, on utilise le développement au
voisinage de 0 de t — /1 — ¢ :

1 N 1, 1 1 3 2% -3\ 1 i
+oo
1x3x...x(2k=3) ,

=1-2 2k k! !

k=1

+oo '
:l_z (2k)! i
(Ix2x4...x2k)x (2k—1) x 2Fk!

k=1

“+oo
i (2k)! K
=1 kZ:l(Zk—l)ZL’f(k!)?t
(Rt
B k) (2k — 1)4F"

k=1

A partir de 14, le développement en série entiére de f suit :

= <2k) (4z)*
1—T—dz = \k) 2k —1)4F
2x N 2x

“+o0

Z 1 2
4k -2\ k

k=1

En identifiant les coefficients du développement en série entiére, on en déduit

1 (242
u”4n+2<n+1>
B 1 2n+2)(2n+1) (2n
T2+ D) (mt1p <n)

_ 1 2n
T n+1\n /)

1
Et U'on peut vérifier, directement & partir de ’expression de f, que le rayon de convergence de f est 1

Exercice 43 N
Soit (un), ey telle que ug =1 et Vn € N, u,qq = Z (Z) U
k=0

(a) Montrer que Vn € N, |u,| < nl.

+oo
(b) Montrer que si f : z Z u—?x" alors Vo €] — 1,1[, f'(z) = e* f(x).
n!
n=0
400 5
(c) En déduire f, puis que u, = - kz o
=0

Solution:
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(a) On procede par récurrence forte : il est clair que |ug| < 0! et si |ug| < k! pour tout k& < n alors

‘un+1‘ =

k=0

< - n! |

S U

| |

poars kl(n —k)!

< n!i 1

- (n—k)!

k=0
<(n+1),

la derniére inégalité provenant du fait que somme contient n + 1 termes tous plus petits que 1.

u
(b) Par (a) on sait que ‘—T’ <1 pour tout n € N, et donc que le rayon de convergence de f est plus grand que 1.
n/

En conséquence, f est bien définie sur |—1,1[. De plus, a l'intérieur du domaine de convergence on peut dériver
terme & terme donc

n

n
U U
Or l'on reconnait dans g — e produit de Cauchy de la suite (—) (terme général de la série entiére
= El(n — k)! n!/neN

k)

1
f) et de la suite <'> (terme général de la série entiére exp) de sorte que 'on a bien, pour z € |—1,1],
N/ neN

fl(@) =" f(x).

(c) L’équation différentielle vérifie par f est linéaire du premier ordre : comme exp est la primitive de exp, sa solution
est de la forme f(z) = Cexp(exp(x)). Comme de plus f(0) = ug = 1, on voit que C = e~ !, c’est-a-dire

x

frxz—ete .

Pour retrouver (up)nen,il faut s’aider du fait que u, = f(”)(O) pour tout n € N, mais il ne faut pas dériver
brutalement. Au contraire, on développe une premiére fois exp en série entiére pour écrire

+oo L ekm
ekx +oo
C’est-a-dire, en notant fy, : z + e+ o aue f= Z f&- Or on peut vérifier que sur |—1, 1], cette série de fonctions,
’ k=0

ainsi que la série de fonctions des dérivées n-iémes pour n’importe quel n € N converge normalement, en particulier
pour tout n € N.

“+o0
£ =3 g,
k=0

Ere—1

Mais il est clair que f,gn)(O) = donc en évaluant (™ en 0 on obtient bien

1+oo n
k=0
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1.4 Equations différentielles

Exercice 44
Soit f : R — C une fonction de classe C! telle que pour tout ¢ € R, |f(t)| = 1. Montrer qu’il existe une fonction o : R — R
de classe C! telle que f = e'®.
On pourra raisonner par analyse-synthése en calculant, si une telle fonction « existe, la valeur de sa dérivée.

Solution: Analyse. Supposons que f = e®. En dérivant, on voit qu’alors
f/ — ia/eia
=id'f.
Comme f ne s’annule pas on peut inverser la formule précédente pour obtenir

I
=7

(07

Syntheése. On sait quelle est la valeur de la dérivée de a, pour connaitre entiérement « il faudrait de plus avoir sa valeur
en un seul point, mais ce n’est pas trés difficile : comme |f(0)| = 1, il existe ap € R tel que f(0) = e**. On définit

alors la fonction « par Vt € R,
t /(5)
at) =« +/ - ds.
) 0 o if(s)

Il reste & vérifier que cela définit bien une fonction a valeurs réelles. On calcule donc la partie imaginaire de ’intégrande :
/ /
(20— e (419)
if(s) f(s)

(1T
B Re( 5P )

— —Re(/'(s)T(5)).

Mais comme on sait par ailleurs que la fonction |f|? est constante donc de dérivée nulle, pour tout s € R,

AP
=

— [(s)F(3) + F5) ()
— 2Re(f'()[(5)-

Ainsi, on peut bien dire que o est une fonction & valeurs réelles. Pour montrer que f et ’* coincident on considére la
fonction g = fe~". En effet, on a

0

g/ — f/e—z'a _ Z-fa/e—ioz

— f/efia _ f‘]}/eia
— f/e—ia _ f/e—ia
=0.

La fonction g est donc constante, or g(0) = 1 par construction de «g donc g = 1 sur R, ce qui veut exactement dire
que f = e,

Exercice 45
Trouver les fonctions f : Ry — R vérifiant la propriété suivante : dans un repére (O,Z,f), si M est un point de la courbe
représentative de f et T la tangente & cette courbe en M, alors O est le milieu du segment ayant pour extrémité ’'intersection
de T avec (Ox) et le projeté de M sur (Ox).

Solution: En un point (a, f(a)) de la courbe représentative de f, la tangente a pour équation

y=f(a)(x—a)+ f(a),
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a
elle intersecte donc ’axe des abscisses en le point d’abscisse a — JJ:,(( )) Et il faut que ce point soit le symétrique par
a
rapport & O du point (a,0), c’est-a-dire que 'on doit avoir I’équation
fla)
—a=a-— .
f'(a)
On peut réécrire cette équation sous la forme suivante :
, f(a)
a) =

Or il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre, qui se résout facilement : on trouve que l'ensemble des

solutions est
{a — Ma; A€ R} .

Exercice 46
Soient a et b deux réels non nuls fixés. Résoudre

x’ = cosh(a)z + bsinh(a)y z(0) =1
. avec
y = wx + cosh(a)y y(0) =1

d’inconnues x et y.

Solution: C’est un systéme de la forme X' = AX, avec
cosh(a) bsinh(a)
A = [ sinh .
&b(a) cosh(a)

Il n’y a ici pas de secret, il faut diagonaliser la matrice A! Pour cela on calcule son polynéme caractéristique :

A —cosh(a) —bsinh(a)
xa(A) = sinh(a)
B A — cosh(a)

= A? — 2cosh(a)\ + cosh(a)? — sinh(a)?
=N — (" +e YA+ 1.

Avec les relations coefficients-racines, on voit directement que les racines de x4 sont A\ = e~ % et Ay = e~ . La matrice A
posséde deux valeurs propres distinctes et est d’ordre 2 donc est diagonalisable! Pour trouver Ey,, on résout I’équation

AX = M\ X d’inconnue X = <Z>, ce qui s’écrit

—sinh(a)u + bsinh(a)v =0

51n2(a) u — sinh(a) =0

. . . ) b . .
On voit donc que E), est la droite vectorielle engendrée par 1) On raisonne de la méme facon pour \s et ’on trouve

1 ) En conclusion, une solution générale X = (5) de I’équation

que Ao est la droite vectorielle engendrée par (
X' = AX est de la forme
X (t) = aexp(et) (?) + Bexp(e” ) (;b)

Compte tenu des conditions initiales, on voit que

c’est-a-dire que l'on a
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En réinjectant dans l’expression de X on trouve
1
(1+b) exp(e®t) + 5(1 —b)exp(e™“t)
1 1 1
y(t) = 3 (1 + b) exp(et) + 3 <1 - b) exp(e™t)

8

—

~

=

I
=N | =

Exercice 47
Soient a et b deux fonctions continues définies sur R telles que a soit impaire et b paire. Montrer que ’équation différentielle
Yy’ + ay = b admet une unique solution impaire.

Solution: La propriété qui permet de démarrer ’exercice est simplement le fait qu’une fonction impaire s’annule en
0. Cela permet d’obtenir directement 'unicité : en notant (E) ’équation 3y’ 4+ ay = b, si y1 et y2 sont deux solutions
impaires de (E) elles coincident en 0 et donc sont égales d’aprés 'unicité dans Cauchy-Lipschitz.

Pour Dexistence on note y la solution de (F) telle que y(0) = 0 et l'on cherche a montrer qu’elle est impaire. Or, si
Pon note z la fonction définie par Vt € R, z(t) = —y(—t), on voit que z est aussi une solution de (E) puisque

H~
~
/—\
H~
~—
<
—~
~
~—

Comme z(0) = y(0) = 0, d’aprés 'unicité dans Cauchy-Lipschitz les fonctions y et z sont égales, c’est-a-dire

VteR, y(t) = —y(-1),

ce qui signifie exactement que y est impaire.

Exercice 48
On note E = C°(R,R) et on définit T : E — E par

VfeE, (Tf)(z / f(t)

(a) Montrer que T est un automorphisme (application linéaire inversible) de E dans E.
(b) Montrer que T n’a pas de vecteurs propres.

Solution:

(a) Le caractére linéaire de T est clair, le fait que T'(f) € E si f € E aussi. Pour montrer que T est bijectif, puisque
E est de dimension infinie il faut montrer a la fois que T est injectif et surjectif.

Ingectivité. Soit f € Ker(T), c’est-a-dire que
Ve eR, f(x / f(@)

En particulier le membre de droite de I’équation étant une fonction de classe C!, on voit que f aussi est de classe
C'. On peut donc dériver la relation précédente pour obtenir

f==F

0
:f/ F(t)dt
0
=0

on voit que f est solution d’une équation linéaire homogéne d’ordre 1 est s’annule en un point, donc par unicité
dans Cauchy-Lipschitz ne peut étre que la fonction nulle.

Comme on sait de plus que
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Surjectivité. Soit g € E, on cherche a trouver f € E telle que T(f) = g, c’est-a-dire telle que

Ve e R, f(z)+ /Ow f(t)dt = g(x).

On ne peut pas dériver cette relation car g est seulement supposée continue. Par contre, en définissant

)= [ s
0
la fonction F' est dérivable et vérifie ’équation différentielle
F' +F=g.

C’est une équation différentielle que 'on peut résoudre par la méthode de variation de la constante. La solution
de I’équation homogene est h : x — e~ %, en posant k : x — F'(x)e®, on voit que k vérifie

K (z) = g(x)e”.

Comme on sait de plus que F(0) = 0 et donc k£(0) = 0, on voit que
k(z) = / g(t)e" dt
0
Il reste alors & dériver la fonction x — e~*k(x) pour obtenir la fonction f qui nous intéresse :
x
f@) =go)— e [ gl
0

(b) Soient f € E et A € R tels que T(f) = A\f, le but est de montrer que f est nécessairement nulle. Pour cela, on
remarque que ’on peut récrire la relation en

Vz € R, /033 f@)dt=(A=1)f(z).

Si A =1, on peut directement dériver ’équation pour obtenir f = 0. Si A # 1, cela signifie que la fonction f est
de classe C! et I'on peut dériver I’équation pour obtenir

Mais comme par ailleurs on peut voir que f(0) = 0, on en déduit grace au théoréme de Cauchy-Lipschitz que f
est la fonction nulle.

Exercice 49
Soient a : R — R une fonction continue 1-périodique et f : R — R une fonction de classe C? telle que f” = af. Montrer

f(0) =r1)

que f est 1-périodique si et seulement si .
f10) = f(1)

Solution: On note f; la fonction définie par f1(¢) = f(t+1). On remarque que grace a la périodicité de a, la fonction
f1 vérifie aussi 'équation f;’ = af; puisque pour tout ¢ € R,
1) =f"t+1)
a(t+1)f(t+1)
=a(t)f(t+1)
= a(t) f(t).
Or, f est 1-périodique si et seulement si f = fi, et comme f et f; vérifient la méme équation différentielle linéaire

d’ordre 2, elles coincident si et seulement si (f (o), f'(t0)) et (f1(to), f1(to)) coincident pour ¢, arbitraire. En prenant
to = 0 et en remarquant que f1(0) = f(1) et f1(1) = f(1), on comprend pourquoi f est 1-périodique si et seulement si

f0) = f(1)
f1) =)
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Exercice 50

Soit f : Ry — R une fonction de classe C* telle que f’ + f soit bornée. Montrer que f est bornée.

Solution: La situation est la suivante : on a des informations sur f/ + f et on souhaite obtenir des informations sur
f. Or ici on peut exprimer explicitement f en fonction de f’ + f! En effet, si on note g = f/ + f, alors f vérifie (de
facon tautologique) I’équation différentielle

f'+f=g
On résout cette équation par la méthode de la variation de la constante : une solution de ’équation homogeéne est
fo:t+ et donc f sous la forme f = hfy. On voit alors que h = ffgl vérifie

et comme h(0) = f(0) on peut conclure que

£(t) = F0)et + et / o(s)e ds.

On peut remarquer que la formule ci-dessus vaut pour n’importe quelle fonction f de classe C!, c’est-a-dire que I’on
a toujours,

f(t) = FO)e + et / (F(s) + £(s))e" ds,

mais il faut bien avouer que cette formule est difficile 4 deviner sans passer par les équations différentielles. A partir
de 14, c’est simplement une histoire de majoration : si 'on note M un majorant de |g| = |f’ + f]| alors pour tout ¢ > 0,

70 = 'f<o>et et | " J(e)et ds

<1£(0)] + et / lg(s)]e® ds

t
<1+ de [ eas
0

= |f(0] + Me™"(e" — 1)
< O]+ M,

ce qui prouve bien que f est bornée sur R,.

Exercice 51

1
Montrer qu’il existe une unique solution bornée au voisinage de +oo de f'(z) — f(z) = —.
T

Solution: Pour 'unicité, il suffit de prendre f; et fo deux solutions bornées au voisinage de +oo de f'(z) — f(z) = —
X
et de montrer qu’elles sont égales. Or la différence f3 = f; — fo vérifie ’équation homogéne

5=/
et est elle aussi bornée au voisinage de +o0o. Mais la seule solution de I’équation ' = x bornée au voisinage de +oo
est la fonction nulle, donc f3 = 0, c’est-a-dire f1 = fs.

Pour Dexistence, il faut expliciter la solution générale de I’équation : grace a la méthode de variation de la constante,
on peut voir que toute solution est de la forme

fz) =e" (H/j‘fdt),

ou A est un réel arbitraire. On voit alors que pour que f ne diverge pas +oo, il faut que le terme dans la parenthése
tende vers 0 lorsque x — +00, c’est-a-dire qu’il faut prendre

A=— lim —dt

r—+o0 1

+oo —t
(&
:—/ —dt.
1 t
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A Paide de la relation de Chasles pour les intégrales, on peut réécrire le terme entre parenthése afin d’obtenir la solution
f qui est potentiellement bornée au voisinage de 400 :

Il reste alors & vérifier que cette solution est bien bornée au voisinage de +oo mais le calcul est direct :

o0 et
rol=e| [T a

+o0
er _
—/ e~tdt
x T
p

x

(-0t

IN

IN

<

La solution f est donc bien bornée (elle tend méme vers 0) lorsque z — +o0.

Exercice 52
Soit g : R — R une fonction continue. Montrer que 1’équation f” + 2f’ + 2f = g posséde au plus une solution bornée.

Solution: Il suffit de prendre f; et fo deux solutions bornées de f” +2f" + 2f = g et de montrer qu’elles sont égales.
Or la différence f3 = f1 — fo vérifie I’équation homogéne

3 +2f3+2f3=0
et est elle aussi bornée. Comme les racines du polynome X2 + 2X + 2 sont
Ay = — 1414,
les solutions de I’équation différentielle 2’/ + 22’ 4+ 22 = 0 sont de la forme
z(t) = e *(acos(t) + Bsin(t))

ou « et B sont deux constantes, de sorte que la seule solution bornée sur R est la fonction nulle. En conclusion f3 =0,
c’est-a-dire f1 = fo.

Exercice 53 N
Soient ¢ : R; — R une fonction continue telle que / lq(t)| dt < +c et f: Ry — R de classe C? vérifiant f”/+(1+q)f =
0

0.
(a) Pourquoi une telle fonction f existe?

t
(b) En notant h = (f’)% + f2, montrer que h’ < |q|h. Puis en considérant g(t) = h(t) exp (—/ lg(u)] du), montrer que
0

h est bornée.
f = acos+bsin

(c) Montrer qu'il existe des fonctions a et b de classe C! telles que , )
f''= —asin+bcos

(d) Montrer que a et b ont une limite finie en +oo.

Solution:
(a) La fonction f est définie comme solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients continus, son existence

est donc garantie par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.
(b) Il suffit de faire la calcul :
h/I:2f//f/+2f/f
=21+ q)ff' +2f'f
= _2qffl>
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1
puis d’utiliser I'inégalité |zy| < §(x2 +9?)

W] = 2|qllf f]
<lql(1f1*+ ')
= |q|h.

On s’aide ensuite de 'indication de I’énoncé en calculant la dérivée de la fonction g :

§(t) = B() exp (— /Ot ()| du> @) |h(E) exp (— /Ot ()| du>
= (h'(t) — lq(t)|h(t)) exp <— /Ot lq(u)] du)

<0.

En particulier la fonction g est décroissante et est donc majorée par g(0) = h(0). A partir de 13, en utilisant le

fait que ¢ est intégrable,
t
o) = gt [ latw)lau)
0

< o) ( [ latwlan
"

< h(0)exp ( | atw) du) |

et I'on remarque que le membre de droite dans la derniére inégalité est bien indépendant de ¢, c’est un majorant
de h : la fonction h est bien bornée.

(c) Il faut faire attention, cette question n’a rien a voir avec les équations différentielles ! En effet, & ¢ fixé les inconnues
a(t) et b(t) sont solutions d’un systéme linéaire, & savoir

{a(t) cos(t) + b(t) sin(t) = f(t)

—a(t)sin(t) + b(t) cos(t) = f'(t)

et ce systéme s’inverse trés bien :

b(t) = f(t)sin(t) + f'(t) cos(t)

Il est alors clair que les fonctions a et b sont de classe C!.

{a(t) = f(t) cos(t) — f'()sin(?)

(d) Pour montrer que les fonctions a et b possédent une limite finie en 400, il suffit de montrer que les fonctions o’

+oo
et b sont intégrables, puisqu’alors par définition , ligrn a(t) = a(0) + / a'(s)ds et de méme pour b. Or,
— 1+ 00 0

a’ = (f cos — f'sin)’
= f'cos —f sin — f” sin — f' cos
= —fsin+(g+ 1) fsin
= qfsin.
Mais puisque la fonction h est bornée il en est de méme pour f et donc la fonction ¢f sin est le produit d’une
fonction intégrable (& savoir ¢) et d’une fonction bornée (i savoir fsin), donc est une fonction intégrable. En

conclusion a’ est intégrable et un calcul similaire permet de conclure la méme chose pour b, ce qui est suffisant
pour montrer ce que demande I’énoncé.

Remarque. Qu’a-t-on montré 7 L’équation étudiée est une perturbation de ’équation de l'oscillateur harmonique (qui
g’écrit f” + f = 0), perturbation par le terme ¢f qui est supposée asymptotiquement petite (puisque ¢ est intégrable).
La question (b) vise & montrer que ’énergie mécanique h reste bornée. Et la conclusion, en notant a, et by les limites
de respectivement a et b en +00, est que

f= (oo COS b Sin +o(1),
[y —
solution de I’équation non perturbée

c’est-a-dire que la solution f de I’équation perturbée se comporte asymptotiquement comme la solution de I’équation
non perturbée.
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Exercice 54

Soient

g : R — R, une fonction continue et positive et f une solution non nulle de f”/ — ¢f = 0. Montrer que f s’annule

au plus une fois sur R.

Solution: Supposons par I'absurde qu’il existe une fonction f non nulle solution de f” = ¢f qui s’annule au moins
deux fois sur R. Comme on sait que les zéros de f sont isolés (d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz), on peut trouver
x1 < x2 deux zéros de f tels que f ne s’annule pas sur |z ,x5[. Quitte & remplacer f par —f (car par linéarité — f
vérifie la méme équation différentielle que f), on peut supposer que f est positive sur |z ,x2[. Mais alors f” est aussi
positive sur |z , z2[, c’est-a-dire que sur ce segment la fonction f est convexe. Or la seule fonction convexe positive sur
|1, x| qui s’annule en 1 et x2 est la fonction nulle (faire un schéma) et donc f est nulle sur |x; , z2[ ce qui contredit
le fait qu’elle ne s’annule pas entre z1 et zs.

Exercice 55

Soit a :

R — R une fonction continue, on considére I’équation (E) y” + ay = 0. On se donne f et g deux solutions

indépendantes de (E).
(a) Expliquer pourquoi tout zéro de f est isolé.

(b) Montrer que la fonction fg’ — f’g est constante et non nulle.

(c) On suppose qu'il existe z; < z tels que f(z1) = f(z2) = 0. Montrer que g s’annule sur |z, x2[.

(a)

Solution:

Soit zg un zéro de f. Comme f est non nulle (car f et g sont linéairement indépendantes), par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz on sait que nécessairement f’(z) # 0. En conséquence, au voisinage de z, on a ’équivalent

f(@) ~ (o) (x — x0),
or le membre de droite n’est pas nul dans un voisinage de z( (sauf en xg) donc il en est de méme pour le membre
de gauche : zy est un zéro isolé de f.
On note W = fg’ — f’g. On peut facilement dériver cette fonction
W/:f/g/+fg//_fllg_f/gl
= f(=ag) — (-af)g
= 0’

et ainsi voir qu’elle est constante. Pour montrer qu’elle est non nulle, on se donne un point zg € R. Comme f et

g sont deux solutions indépendantes de (E'), d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, les vecteurs (J{,%CO)Q et
0
g (o)

(g (x0)> sont linéairement indépendants, ce qui peut précisément s’écrire

f(xo)  g(x0)
f'(zo)  g'(w0)

Par (a), comme les zéros de f sont isolés, on peut trouver des zéros x3 et x4 de f tels que z1 < x3 < 24 < 22 €t
tels que f ne s’annule pas sur |z, z4[. En particulier, f est de signe constant sur Jzsz, z4[ et donc f’ doit changer
de signe entre z3 et x4 (faire un schéma), c’est-a-dire que f'(z3)f’'(z4) < 0. En évaluant la fonction (constante)
79 — f'g en x5 et x4, on voit que

f(x3)g(x3) = f'(xa)g(xa).

Mais comme f’ change de signe entre x5 et x4, il doit en étre de méme pour g, c’est-a-dire g(x3)g(z4) < 0. Le
théoréme des valeurs intermédiaires permet alors de conclure que g s’annule dans Uintervalle |z3 , x4[ qui est bien
inclus dans ]z1 , x|

Exercice 56

Soit ¢

: R4 — R une fonction continue et intégrable, on note (E) f” + qf = 0.

(a) Soient f; et fo deux solutions non liées de (E). Montrer que la fonction f]fo — f1f4 est constante et non nulle.

(b) Soit f une solution bornée de (E). Montrer que f’ posséde une limite en 400 puis que celle-ci est nulle.
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(c) En déduire que (E) a des solutions non bornées.

Solution:
(a) On note W = f{ fo — f1 f5. Pour montrer que cette fonction est constante on la dérive :

W' =flfa+ fifs— fifo— f1fy
= —qfife — fi(—af2)
=0.

Pour montrer qu’elle est non nulle, on remarque qu’en un point , par exemple en 0,

f1(0) f2(0)‘
f1(0)  f5(0)|

Or d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le fait que les fonctions f; et fo ne soient pas liées est équivalent au

f1(0)) of <f2(0)

f1(0) f5(0)

(b) 1l suffit de remarquer que si f est bornée alors la fonction ¢f est intégrable, et donc il en est de méme pour f”.
Mais il est alors clair que la fonction f’ admet une limite et elle vaut

W(0) =

fait que les vecteurs ( > ne soient pas colinéaires, et est donc équivalent au fait que W(0) # 0.

t——+oo

+oo
lim 16 = 70)+ [ 7(s) s

Pour montrer que cette limite [ est nulle on suppose qu’elle ne I’est pas. Quitte & considérer —f (car — f est aussi
une solution bornée de (E)) on peut supposer | > 0. Mais il existe alors A € R tel que pour t > A on a f'(t) > 5
Sit > A, en intégrant I'inéquation précédente on obtient

l

1) = F(4) = (¢ - A)s,

mais c’est alors une contradiction manifeste (lorsque ¢ — 400) avec le fait que f est bornée.

(c) Supposons par I’absurde que toutes les solutions de (E) sont bornées. Comme ’espace des solutions est de
dimension 2 (c’est le théoréme de Cauchy-Lipschitz) on peut trouver deux solutions f; et fo non liées et toutes
les deux bornées. Puisque dans ce cas f] et fi tendent vers 0 en 400, on voit que W = f{ fo — f1f} tend vers 0
en +oo. Mais c’est une contradiction avec (a) puisque la fonction W est constante et non nulle.

Exercice 57

332

Chercher les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de 22" (z) + xf'(z) — f(z) = =t
—

Solution: On cherche une solution sous la forme
+oo
f(z) = Z anz”,
n=0
et la tache est de calculer la suite (a,)nen des coefficients. Calculons tout d’abord le membre de gauche :
+oo +oo +oo
22 f(z) + xf'(x) — f(x) = 2? Z nn —Dapz" %+ Z na,z" "t — Z anx"™
n=2 n=2 n=0
“+00 +oo +oo
— Z n(n — Dayz™ + Z na,xr" — Z anpx”™
n=0 n=0 n=0

+oo
= z:(n2 — Dapz".
n=0
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Quant au terme de droite, il se développe de la fagon suivante :

z? 2+OO 2n
1—z2 ° ZI
n=0
+oo

— § xQn-

n=1

Puisque deux séries entiéres sont égales si et seulement si les suites de leurs coefficients sont identiques,

1
vn>1, 0" T (@n)2-1
—0.

a2n41

)

et ap = 0, et a; peut étre choisi librement (la fonction x — z est solution de ’équation homogene). Il reste & calculer
I’expression de f :

too r2n
flz) =a1x + 5
— (2n)* -1
1X/ 1 1 o
=ur+ - — x
2 = 2n—-—1 2n+1

n—1 1 +oo p2ntl

$+o<> Z‘Q
:“1x+§;2n—1 Tt

T op+1
1 1 1 T
Sartyty (““x) nzzom-

400 1.2n+1 400 1
Or la série entiére est la primitive de Z 2" = , et la primitive de cette fonction est arctanh(x)
—oam+1 oy 1— a2

1 1+
=3 In <1+> En conclusion, on obtient ’expression suivante pour f :
-z

1 1 1
f(z) = 3 +ar1x+ 3 (x - :c) arctanh(x),

ou l'on rappelle que le choix de a; est libre.

Exercice 58 -
2
Soit f:x — / cos(z sin(t)) dt.
0
(a) Montrer que f vérifie ’équation (E) zf"(x) + f'(z) + zf(z) = 0.
(b) Déterminer les solutions de (E) qui sont développables en série entiére.

(c) En déduire le développement en série entiére de f.

Solution:
(a) On note g la fonction (& deux variables) définie par g(x,t) = cos(zsin(¢)). On voit facilement que

Jg . . dg* ()2
%(x,t) = —sin(¢) sin(x, t) et @(x,t) = —sin(¢)” cos(z, t),

2

.0 . . .
en conséquence les fonctions a—g(x, o) et a—‘g(z, o) sont majorées uniformément en = par la fonction constante et
x x
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égale & 1 qui est intégrable sur {0, 5} : cela justifie que 'on puisse dériver sous le signe intégral et ainsi obtenir

™

of'(x) + f(x) +2f(x) = -2 /05 sin(t)? cos(z sin(t)) dt — /05 sin(t) sin(x sin(t)) dt + a:/o cos(z sin(t)) dt

(SE

= /E x(1 — sin(t)?) cos(z sin(t)) dt — /E sin(t) sin(x sin(t)) d¢
0 0

/0
7

= x cos(t)? cos(z sin(t)) dt — /OE x cos(t)? cos(z sin(t)) dt

[SE]

x cos(t)? cos(z sin(t)) dt — ([— cos(t) sin(z Sin(t))]og + /07 cos(t)x cos(t) cos(z sin(t)) dt)

=0.

(b) On cherche les solutions sous la forme

+oo
h(z) = Z anx"”.

n=1

On calcule alors zh/(z) + h/(z) + xh(x) et on obtient

400 “+o00 +oo
xh"(z) + B (z) + zh(z) = x Z n(n — a2 + Z na,z" "' 4 Z anx"
n=1 n=0

n=2
+oo “+oo +oo
= Z nn+ Dapr12™ + Z(n + Dapyra™ + Z ap—12"
n=1 n=0 n=1
+oo
=az+ Z((n + 1) %011 + an_1)x™.
n=1

Puisqu’une série entiére est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, on en déduit que a; = 0 et

an—1

Yn>1, apy1 = ——-

Z 1, Gn41 (n+1>2

Ainsi a,, est nul si n est impair et
_ (=1)™ag
a2m =

o (2mx(2m—2)x...x2)?
_ (=1)™Mag

(2mm!)2”

(c) I faudrait justifier que f est développable en série entiére : pour cela il faut développer en série entiére le cosinus
dans intégrande puis intégrer terme & terme (et justifier la licité des opérations décrites méme si on ne le fait
pas ici) pour obtenir

s

<« - z 2m 2m
f(x):ﬂg)((@nz)'/ sin(t) dt)x .

0

Mais pour calculer ces coefficients directement il suffit d’utiliser (b), puisque I'on sait que f est développable en

série entiére et vérifie (E). Comme ag = f(0) = g, on voit que

“+o0
T cﬁlynx2m
f(x)ziz:% 2mml)?

1.5 Topologie

Exercice 59
Montrer que N : E — R est une norme dans le cas ot :
(a) E=R,[X] et N(P)=|PO)|+|P(1)|+...+|P(n).
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(b) E = M n(R) et N(A) = max Z\a”|

1<z<’m

(¢) E={f:]0,1] — R de classe C? telles que f(0) = f'(0) =0} et N(f) = sup,epoq [f"(z) + f(z)]-

Solution:
(a) La positivité et "homogénéité ne posent pas de problémes. De méme pour I'inégalité triangulaire, il suffit d’utiliser
I’inégalité triangulaire réelle : si P et () sont des éléments de F,

NP+ Q) =[P0)+ Q)+ [P(1) + QM) + ...+ [P(n) + Q(n)]
< [PO)[+ Q) + [P+ Q)] + ...+ [P(n)] + [Q(n)]
= N(P) + N(Q).

Quant au caractére défini, si 'on se donne un polynéme P tel que N(P) = 0, cela signifie que P(0) = P(1) =
.= P(n) =0; le polynéme P admet donc n + 1 racines mais est de degré au plus n, il est donc nul.

(b) La positivité et ’homogénéité ne posent pas de problémes. L’inégalité triangulaire doit se faire proprement. On
se donne A et B deux matrices réelles, ainsi que i € {1,2,...,m}. Alors

S ai +bi] <3 laggl + Y by
j=1 j=1 j=1
< N(A) 4+ N(B),

la premiére inégalité étant simplement 1’inégalité triangulaire réelle et la seconde découle des propriétés du sup

et de la définition de N. Ensuite, en passant au sup sur ¢ € {1,2,...,m} dans le membre de gauche, on a bien

N(A+ B) < N(A) + N(B). Enfin, pour la caractére défini, si ’on se donne A € E tel que N(A) =0, il est clair
n

que pour tout 7 € {1,2,...,m} on a Z la;;| = 0 et donc a;; = 0 pour tous ¢ et j.
j=1
(c) La positivité et ’homogénéité ne posent pas de problémes. L’inégalité triangulaire non plus, puisque si l'on se
donne f et g deux éléments de F alors pour tout = € [0,1] on a

[(f +9)" (@) + (f +9)(@)| = |f"(x) + ¢" (x) + f(x) + g(x)
< |f"(x ) f@)| + 19" (x) + g(z)]
< N(f) + N(g).

En passant ensuite au sup sur x € [0,1], on obtient bien N(f + g) < N(f) + N(g). Pour le caractére défini, si
Pon se donne f € E telle que N(f) = 0, cela signifie que f” + f = 0 sur [0, 1]. C’est alors un résultat classique
que f est une combinaison linéaire des fonctions sinus et cosinus, c’est-a-dire qu’il existe deux réels a et b tels que
f = acos+bsin. Mais le fait que f(0) = 0 nous apprend que a = 0, et de méme puisque f'(0) = 0, on voit que
b = 0. En conclusion, f est bien la fonction nulle.

Exercice 60
Soit E I’ensemble des fonctions [0, 1] — R de classe C'. On définit Ni(f) = [£(0)] + || f/[|oo €t N2(f) = || flloo + | f' ]| co-
(a) Montrer que N7 et Ny sont des normes sur F.
(b) Montrer que N; et N» sont équivalentes.
(c) Sont-elles équivalentes a || ||oo ?

Solution:
(a) Que ce soit pour Ny ou No, la positivité et ’homogénéité ne posent pas de probléme. Pour 'inégalité triangulaire,
si on se donne f et g deux éléments de F, alors pour tout = € [0, 1],
1£(0) + g(0)| + [ f('(z) + ¢' (@) < [FO)| + ()] + |g(0)] + |g' ()]
< Ni(f) + Ni(g).

On peut alors passer au supremum sur z € R dans le membre de gauche pour obtenir N1 (f+g) < N1(f)+ N1(9g).
De maniére similaire on a

[f (@) + g(@)[ + [f((@) + g ()| < [f@)]+ [ (@) + [g(2)| + 19" ()]
< Nao(f) + N2(9)-
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On peut alors passer au supremum sur z € R dans le membre de gauche pour obtenir No(f +¢g) < Na(f)+ Na(g).
Cela prouve que f et g satisfont a I'inégalité triangulaire. Pour ce qui est du caractére défini positif, il est clair
que si No(f) =0 alors || f]|cc = 0 et donc f = 0. En revanche, si N1(f) = 0 alors || f'||cc = 0, c’est-a-dire f' =0 :
la fonction f est constante mais f(0) = 0 donc la fonction f est nulle.

(b) 1l est clair que Ny < N car on a toujours |f(0)] < || f]lco- Mais de plus, si z € [0, 1], on voit que
x
@l = |0+ [ o
0

gum|+Aﬂmet

)
<O+ 2] f'lloo
< |FO)+ 111l
= Ni(f).

En prenant le supremum sur = € R dans le membre de gauche, on voit que || f|loo < N1(f) et donc No(f) < 2N1(f).
On en conclut que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

(c) Tl est clair que si f € E, alors || f|lcc < Na(f). En revanche, on ne pourra pas majorer No(f) & I’aide de || f||oo car
No(f) mesure aussi la « taille » de la dérivée de f : si une fonction f a une « grande » dérivée mais ne prend pas
des valeurs trop grandes, alors Na(f) sera beaucoup plus grand que || f||s. Formellement parlant, on définit par
exemple fy,(z) = sin(nz). On peut alors calculer, si n > 2, que ||fn]loo =1 et || £} ||cc = n. En conséquence,

NQ(fn) _
aloe "1

ce qui montre, en faisant tendre n vers +o00, qu’il n’existe pas de constante k telle que Na(f) < k|| f|loo pour tout
f € E. En conclusion, les normes Ns et || || ne sont pas équivalentes, et il en est a fortiori de méme pour N; et

[ floe-

Exercice 61
Soient a,b > 0. On définit N : R? — R par N(x,y) = \/a?z? + b2y2.
(a) Montrer que N est une norme sur R2,

(b) En notant Ny la norme euclidienne, montrer qu'’il existe « et 8 tels que Ny < N < SN,. Préciser les constantes « et
5 optimales.

Solution:

(a) L’homogénéité ne pose de probléme. Pour la positivité, il est clair que si N(z,y) > 0 et que l'on a égalité si et
seulement si ax? + bz? = 0, c’est-a-dire si et seulement si x = y = 0 puisque a et b sont strictement positifs. Pour
I'inégalité triangulaire, il est possible de la faire « & la main » mais il y a plus judicieux : en notant

((w1,11), (T2, y2)) = a*z129 + b*y1 Y2,

on définit un produit scalaire sur R? et il est clair que N est la norme associée & ce produit scalaire, elle vérifie
donc l’inégalité triangulaire.

(b) L’existence de « et 8 provient de l’équivalence de la norme N avec Ny (toutes les normes sont équivalentes en
dimension finie). Pour trouver les constantes optimales, en supposant a < b, il est clair que a?y? < b%y? et
a’z? < b%y? de sorte que

alNa(2,y) < N(z,y) < bNa(2,y).
Et on a égalité en prenant (z,y) = (1,0) pour la premiére inégalité, (z,y) = (0,1) pour la seconde. En conclusion,

dans le cas général.

a = min(a,b)
B = max(a,b)

Exercice 62
(a) Soit n > 2. Montrer qu’il existe une matrice A € M, (R) non nulle telle que 24 soit semblable & A.

(b) Montrer qu’il n’existe pas de norme || || sur M,, (R) qui soit invariante par conjugaison, c’est-a-dire telle que | P~1AP| =
| Al pour tous A € M, (R) et P € GLy(R).
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Solution:

(a) Sil’on fait analyse, on se rend compte que les valeurs propres de A doivent étre nulles. Comme de plus on veut
que A soit non nulle, on en vient & choisir A = E1s, c’est-a-dire la matrice dont le seul coefficient non nul vaut et
se situe sur la premiére ligne et la deuxiéme colonne. Et en effet on a bien 24 = P~' AP lorsque P est la matrice

1
diagonale dont la diagonale vaut (2, 1,1,..., 1).

(b) Il suffit de raisonner par I'absurde : si c’était possible, en prenant la matrice A de la question (a) on trouverait
|[2A]| = ||A]| ce qui est une contradiction puisque [|2A| = 2||A]| et ||A]| # 0 (car A est non nulle).

Exercice 63

P
Si A € M,(R), on note ||A|| = max Z la;;|, et si X € R? on note || X||oc = sup |z;].
1<iSp 1<i<p
(a) Montrer que || || est une norme sur M, (R).
AX
(b) Montrer que ||A|| = sup [AX oo

XeRr\{0} HX”oo '
(c) Montrer que si A, B € M,(R), ||[AB]| < ||A]l|B]l-

Solution:
(a) La positivité et I’homogénéité ne posent pas de problémes. L’inégalité triangulaire doit se faire proprement. On
se donne A et B deux matrices réelles, ainsi que ¢ € {1,2,...,p}. Alors
P P P
D lag + byl <D lag| + Y byl
j=1 j=1 j=1
< [[ Al + 1B,

la premiére inégalité étant simplement 1’inégalité triangulaire réelle et la seconde découle des propriétés du sup

et de la définition de || ||. Ensuite, en passant au sup sur ¢ € {1,2,...,p} dans le membre de gauche, on a bien

lIA+ B|| < ||A|l + || B]|- Enfin, pour la caractére défini, si l’on se donne A € M,(R) telle que ||A|| = 0, il est clair
P

que pour tout i € {1,2,...,p} on a Z la;;] = 0 et donc a;; = 0 pour tous i et j.
j=1
(b) Soit X € RP non nul. Il est alors assez clair que pour tout i € {1,2,...,p}, la valeur absolue de la i-iéme
coordonnée du vecteur AX vaut

xjaij|

p
(AX)i| = > wjai
j=1
p
<>
j=1

1<5<

p
< ( sup |Cﬂj|> >l
j=1

1<<p 1<i<p

p
< < sup |ij> sup | D las|
j=1
< XNl All-
Et comme i est arbitraire et n’apparait pas dans le second membre, ||AX || < || X]|oo||4||- En particulier, comme

X est arbitraire,

4] > sup %
xerr\{0} 1 Xloo

Pour l'inégalité réciproque, on note ¢y un indice tel que

p

p
> aig = ax Z |aijl.
Jj=1

Jj=1
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On définit ensuite le vecteur X € RP tel que

Il est alors clair que || X |l = 1 et que

j=1
p
= Z|aioj|
j=1
= [l Al
o S L AX S
n a donc ||AX||s > ||A]l, ¢’est-a-dire, comme || X||cc = 1, que X > ||All. On a bien lautre inégalité, a
o0
savoir Ax
jan< sup 18I

xerm\{0} [ Xloo

(c) 1l faut utiliser (b). En particulier, pour tout vecteur X et toute matrice C, on a [|CX||s < ||C]||| X |lco- Fort de
cette observation, si on se donne X € R” non nul et A et B deux éléments de M, (R),
I(AB)X oo = [[A(BX) ]|
< [|Al1BX]loo
< [IAJHIBIIX [ oo-

Il est alors clair que pour tout || X||, on a

[(AB) X[

< [l AflBI,
1 X oo

ce qui, d’apreés (b), en passant au supremum sur X € RP\{0}, s’écrit ||AB| < || A||||B]|.

Exercice 64
On munit R? de la norme infinie et ’on se donne une suite (uy)ren telle que chacune des suites coordonnées admette une
sous-suite convergente. La suite (u,)nen admet-elle une sous-suite convergente ?

Solution: On fixe tout d’abord une notation : 4 n € N fixé, les coordonnées de u,, sont notées ul,u?,... ub.

Si I'on tente la solution naive, c’est-a-dire si Pon extrait de (ul),en une sous-suite (u;(n)) qui converge, alors rien ne

garantit que ’on puisse extraire de (ui(n)) une sous-suite qui converge. Cela incite a penser que 'on ne pourra pas
extraire de (u,)nen une sous-suite qui converge.

11 faut donc exhiber un contre exemple. On suppose p > 2 (sinon Pexercice est trivial) et I'on définit (u,)nen par

et Vk >3, uf = 0.

n sin est pair 9 0 sin est pair
. . . )
n sin est impair

VTLEN,U;L: . . .y Uy =
0 sin est impair

La suite (uy,)nen vérifie bien la propriété requise par I’énoncé, en revanche comme ||uy, ||« = n pour tout n € N, aucune
sous-suite de (u,)nen n’est bornée et a fortiori n’est convergente.

Exercice 65
Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de E dont l'intérieur est non vide. Montrer que F' = E.

Solution: Puisque F est d’intérieur non vide, il existe une boule de rayon strictement positif contenue dans F', plus
précisément il existe r > 0 et © € F tels que B(z,r) C F (ici B(z,r) désigne la boule fermée et de rayon r). Mais
comme F' est un sous-espace vectoriel, on peut « translater » et « dilater » cette boule!
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Plus précisément, on peut voir que B(0,r) C F. En effet, si y € B(0,r), alors « + y € B(x,r) (faire un schéma), donc
x+y € F.Puisquede plusz € F,on voit quey=ax+y—z € F.

Et on peut voir que pour tout A > 0, on a B(0,\r) C F. En effet, si y € B(0, \r), alors % € B(0,7) donc % €F.
Comme y = A X % et que F' est un sous-espace vectoriel, on voit que y € F.

Pour conclure, il suffit de remarquer que A\ est arbitraire. Comme la réunion des boules de centre 0 et de rayon
quelconque est E, c’est suffisant pour conclure que F' = E.

Exercice 66
Soit E un espace vectoriel normé.
(a) Soit f: E — R une application continue. Montrer que f~1({0}) = {z € E tel que f(z) =0} est fermé.
(b) Réciproquement, soit F' un fermé de E et f : z +— d(z, F). Montrer que f est continue et F = f~1({0}).

Solution:

(a) On note F = {z € E tel que f(z) = 0} et I'on se donne une suite (2,)neny d’éléments de F' qui converge vers
x € E. Pour tout n € N, on a f(z,) = 0. Mais comme f est continue, on peut passer cette égalité a la limite et
ainsi obtenir f(z) =0, c’est-a-dire que = € F.

(b) On commence par montrer que f est continue. Pour cela, si on se donne z et y deux points quelconques de E et
z un point de F', on a
[z =zl < [lo =yl + [ly — =]

Mais comme ||z — z|| > d(x, F'), on peut écrire que
ly =zl = d(z, F) = [lz — y.

Cette inégalité étant vraie pour tout z € F, on peut passer a 'infimum dans le membre de gauche pour obtenir
d(y, F) = d(x, F) — [l — yl|,

ce que l'on peut réécrire d(z, F) — d(y, F) < || — y|| et donc par symétrie de x et y on peut dire que

[f () = fu)] <l —yll,

ce qui prouve que la fonction f est lipschitzienne et donc continue.

Il faut alors prouver que F = f~1({0}). Il est clair que si z € F alors f(z) = 0, c’est-a-dire que F' C f~1({0}).
Pour prouver 'inclusion réciproque, soit z tel que f(z) = 0, c’est-a-dire tel que

inf ||z —2'||=0.
'€F

On peut donc trouver une suite (2, )nen d’éléments de F tels que hIJIrl ||z — z|| = 0. Cette derniére information
n—-+0o0

permet de dire que (2, )nen converge vers z. Mais on sait de plus que z, € F pour tout F', donc comme F' est
fermée on peut bien dire que z € F, ce qui est précisément ce que ’on voulait obtenir.

Exercice 67
Soient E un espace vectoriel normé, A et B deux parties de E, on définit

A+B={a+blac Abe B}
(a) Montrer que si A est ouverte, alors A + B est ouverte.
(b) Si E =R2, montrer que A = {(z,y) € R? tels que zy = 1} et B = {0} x R sont fermées.
(c) En reprenant les A et B de (b), montrer que A + B n’est pas fermée.

Solution:

(a) Soit = a+ b un élément de A+ B (avec a € A et b € B). Il s’agit de montrer qu'il existe une boule de rayon
strictement positif centrée en x et contenue dans A + B. Comme A est ouverte et que a € A, il existe r > 0
tel que tout y vérifiant ||y — al| < r soit inclus dans A. Il est clair que pour tout z vérifiant ||z — z|| < 7, on a
[(z=1b) —al]| <7 donc z—be€ A, et donc z = (2 — b) + b appartient & A+ B. On a donc montré que la boule de
centre = et de rayon r est incuse dans A + B, ce qui est suffisant pour conclure que A + B est ouverte.
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(b) Soit ((zn,Yn))nen une suite d’éléments de A qui converge vers (x,y) € R?. En particulier, (z,,),en converge vers o
et (Yn)nen converge vers y. Comme de plus pour tout n € N, on a 2,y, = 1 (car (z,,,y,) € A), on peut conclure,
en passant a la limite, que zy = 1, c’est-a-dire que (z,y) € A. En conclusion, A est fermée

Pour B c’est plus simple : un élément (z,y) € R? appartient & B si et seulement x = 0. En particulier, si une suite
((0,yn))nen d’éléments de B converge, il est clair que la premiére coordonnée de la limite de la suite est nulle, et
donc la limite appartient & B.

1
(c) Il faut calculer A + B. Comme pour tout élément (z,y) de A on a y = —, on peut écrire que
x

A+ B= {(w,l+t)
T

1
Il est alors clair que A+ B = R?\({0} x R) (faire un schéma). Il suffit alors de considérer la suite ((7 O))
neN

xeR*etteR}.

d’éléments de A + B, puisque sa limite, & savoir (0,0), n’appartient pas & A + B.

Exercice 68
(a) Montrer que GL,,(R) est un ouvert de M, (R).
(b) Montrer que pour r € {0,1,...,n}, 'ensemble {M € M, (R) telles que rg(M) > r} est ouvert.

Solution:

(a) La solution la plus élégante consiste a dire que GL,(R) = det ' (R*), c’est-a-dire est image réciproque d’un
ouvert par une fonction continue, et par conséquent est un ouvert.

(b) Soit M une matrice de rang supérieur ou égal & r. Tout commence avec une propriété d’algebre linéaire dont il
faut se souvenir : il existe une sous-matrice de M de taille r X r qui est inversible. C’est-a-dire qu’il existe I et J
deux deux sous-ensembles de {1,2,...,n} de cardinal r tels que la matrice (m;;)ier, jes soit inversible.

On dénotera dans la suite la norme infinie sur M, (R) et M,,(R) par respectivement || ||, et || ||

Le but est alors de montrer qu’il existe £ > 0 tel que si N € M, (R) et ||N||, < ¢ alors M + N est de rang au
moins 7. Mais on sait, par (a), qu'il existe ¢ > 0 tel que si P € M, (R) vérifie | P||, < € alors (m;;)ier,jes + P est
une matrice inversible.

(nij)ier,jesllr < €. En particulier, la matrice (m;; + nj)ier,jes est inversible. La matrice M + N admet donc

une sous-matrice de taille X r qui est inversible, donc est de rang au moins r.

Si l’on se donne alors N € M,,(R) telle que ||N|, < e, il est clair, d’aprés la définition de la norme infinie, que

Exercice 69
Soient || || une norme sur R? et f : R? — RP une application continue et k-lipschitzienne avec k < 1. Soit xg € RP et
(%n) ey la suite définie par z, 41 = f(2n).
(a) Montrer qu'’il existe C tel que Vn € N, ||zp 11 — zp| < CK™.
(b) Montrer que (z,), cy converge, on note z sa limite.

(c) Montrer que f(z) = = et que si y € RP vérifie f(y) = y alors y = x.

Solution:
(a) On commence par remarquer que

[#n1 = xnll = [If(zn) = flzn-1)ll
< kllzn — zp_1]-
Une simple récurrence permet alors de conclure, et I’on peut méme dire que C = ||z; — || convient.
(b) Par (a), on sait que la série Z |[Znt1 — zn|| est majorée par une série géométrique de raison k < 1 donc converge.

Une propriété du cours permet de justifier qu’alors la série E (n+1 — zp) converge, c’est-a-dire en d’autres termes

que la suite (z,,),en converge.
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(c) Comme la fonction f est continue, on peut passer a la limite dans la relation f(x,) = x,41 et obtenir f(z) = z.
Si y est un autre point fixe de f, on voit que

e —yll = 11f (=) = fW)
< kllz =yl

Mais puisque k < 1, on a nécessairement ||z — y|| = 0, c’est-a-dire = = y.
Remarque. Le résultat démontré dans cet exercice s’appelle le théoréme du point fixe de Picard, il affirme que toute
fonction contractante (c’est-a-dire lipschitzienne et avec une constante de lipschitz strictement inférieure a 1) de R?
dans R? posséde un et un seul point fixe.

Exercice 70
Soient E un espace euclidien (on note || || la norme euclidienne sur F) et f : [0,1] — E une fonction continue. On suppose

1 1
Afﬁﬂt:AHﬂMMt

On définit le vecteur unitaire u par u =

que

Jy ft)dt

|15 sty
de f(t) selon Ru @ (Ru)t (c’est-a-dire a(t) € R et v(t) € (Ru)t).
(a) Justifier que « et v sont des fonctions continues sur [0, 1].

et pour tout ¢ € [0, 1] on note f(t) = a(t)u + v(t) la décomposition

1 1 1
(b) Montrer que / v(t) dt est orthogonal & u et en déduire que / a(t)dt = / IIf ()] de.
0 0 0

(c) En déduire que pour tout ¢ € [0,1], on a f(t) = ||f(¢)||u. Quelle est interprétation géométrique ?

Solution:

(a) En notant p la projection orthogonale sur Ru, on sait que p est une application linéaire sur un espace de dimension
finie, donc elle est continue. Il faut alors remarquer que v = f —po f donc v est bien continue comme composition
de fonctions continues, et V¢ € [0,1], a(t) = (p(f(¢)),u), donc « est aussi une fonction continue.

(b) Il s’agit d’utiliser la propriété d’interversion de l'intégrale et de lapplication continue (e, u) :

</01 v(t) dt,u> = /01<v(t),u> dt
—/010- dt

0.

A partir de 13, il suffit de remarquer, comme u est unitaire, que

AWﬂMMtHAUﬁNﬂ
_ </01f(t)dt,u>
_ </01a(t)u,u> + </01v(t) dt,u>

1
:/ at){u, u) dt
0

_ /O Lol dt.

(c) Comme on sait de plus que p est une projection orthogonale et ne peut donc que diminuer les distances,

()] = [la(t)ul
= [lp(f @)l
< [lF@I-
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1 1
C’est-a-dire que l'on a les informations o < || f]| sur [0,1] et / a(t)dt = / |If(t)]| dt, on peut donc conclure
0

0
que pour tout ¢t € [0,1], «a(t) = ||f(¢)||. En particulier, le théoréme de Pythagore nous apprend que pour tout
telo,1],

lo@* = 1B = [a(®)]?||ul®
=0,

c’est-a-dire que v est identiquement nulle. En conclusion, on a bien f(t) = || f(¢)| u-

Géométriquement, si 'inégalité triangulaire pour les intégrales est une inégalité, alors les I'image de f est incluse
dans une demi-droite dont 'origine est 0 (ici Ry w).

Exercice 71

b
Soient a < bet f:[a,b] — R une fonction continue. On veut montrer que lim / f(t)sin(nt) dt = 0.
a

n—-+oo

(a) Montrer le résultat demandé lorsque f est de classe C!.

(b) Conclure par densité pour le cas général.

Solution:
(a) Si f est de classe C!, on peut faire une intégration par parties :

b b b pr

t t t t

/ F(t)sin(nt) dt = [_f()cos(”)} +/ f'(t) cos(nt) at,
a n a a n

puis, en notant || f||oc et || f’]|oo les suprema des fonctions |f| et | f/| sur [a,b] (ils existent car f et f’ sont continues

sur le segment [a,d]), on a la majoration

< 2l | B =)l flos.

n

b
/ f(t)sin(nt) dt

1l est alors clair que ’on en déduit le résultat demandé puisque le membre de droite tend vers 0 lorsque n — +oc0.

(b) Dans le cas général il faut procéder par densité : plus précisément on sait que les polynomes (et donc les fonctions
de classe C') sont denses parmi les fonctions continues au sens de || ||o. Si l'on se donne une fonction continue f
et ¢ > 0, il existe donc g de classe C! telle que ||f — g||oo < &. Mais par (a), une fois que g est donnée il existe N
tel que pour tout n > NN, on a

/b g(t) sin(nt) dt

<e.

Pour n > N, il suffit de mettre les informations bout & bout :

b b
< / (f(t) — g(t)) sin(nt) dt| + / g(t) sin(nt) dt

S(b-a)llf =gl +e
<(b—a+1e.

b
/ f(¢t) sin(nt) dt

b
Mais € est arbitraire, ce qui est écrit ci-dessus est donc suffisant pour conclure que 11111 / f(t)sin(nt)dt = 0.
n——+0oo
a

1.6 Calcul différentiel

Exercice 72

Soit f:R? — R définie par f(z,y) = Y

(a) Montrer que f est continue sur R2.

si (z,) # (0,0) et £(0,0) = 0.

(b) Montrer que f n’est pas de classe C* sur R2.
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Solution:
(a) Il est clair que f est continue sur R?\{(0,0)}, la caractérisation séquentielle marche trés bien puisque le dénomi-
nateur ne s’annule pas.

Pour prouver la continuité en (0,0), on prend une suite ((z,, yn))nen qui tend vers (0, 0), c’est-a-dire que (2, )nen
et (Yn)nen tendent vers 0. On a alors la majoration

:L'nyn
Vg +yn
3(@2 +un)
Vg +yn
VaZ +y2.

11 est clair que le membre de droite de I'inégalité tend vers 0 lorsque n — +o0, c’est suffisant pour conclure que
la limite de la suite (f(n,¥Yn))nen est 0 et donc que f est continue en (0, 0).

|f (20, yn)| =

<

DN | =

(b) On commence par calculer la dérivée partielle de f par rapport a z :

of y a?y
7(‘ray): - 2 2\3/2"
Ox Var+y? o (2P +y?)

S’il y a un point ou cette fonction n’est pas continue, c’est bien en (0,0)! Pour le montrer, on va prendre deux

0
suites qui tendent vers (0,0) telles que a—f tende vers deux valeurs différentes. Pour cela il suffit de remarquer
x
que si z # 0 alors
of
—(z,0)=0
ox (,0) ’

et si y # 0 alors

of . .

1 1
En considérant ((z,,Yn))nen = | [ ——,0 et (2,9 )nen = ((O, )) on voit que les suites
(e = ((757:0)) et (@osien = ((0557)) o vt a

((®n, Yn))nen et ((z,, yl,))nen tendent toutes les deux vers 0 mais <af(xn, yn)> et (af(x’n, yé)) tendent
O neN O neN

respectivement vers 0 et 1.

Exercice 73

Soit f:R™ — R de classe C! telle que pour tout x € R™, grad f(x) est orthogonal & z. Que peut-on dire de f?

Solution: Puisque gradf(z) est orthogonal & x, f ne varie pas le long des rayons issus de 0 : plus précisément, si on
se fixe z € R™ et que ’on considére la fonction g : R — R définie par g(t) = f(tz), on voit que

g'(t) = (gradf(tz), x)
=0,

de sorte que la fonction g est constante. En particulier g(1) = ¢(0), c’est-a-dire f(z) = f(0). Mais = est arbitraire,
ce qui veut dire que f est une fonction constante. Et réciproquement toute fonction constante vérifie la propriété de
I’énoncé puisque son gradient est nul.

Exercice 74

Soit f : R? — R une fonction de classe C* telle que pour tous (z,y) € R? et A € R, f(Az,\y) = Af(x,y). Montrer que f
est une application linéaire.

Solution: En dérivant 'expression f(Az, A\y) = Af(z,y) par rapport a A, on obtient

0 0
Wy N) € B, flay) = o) () + 5! ()
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En évaluant ensuite cette expression pour A = 0, on voit que

of
= r—

ox

of

(0,0),

et il est alors clair que 'application f est linéaire.

Exercice 75

On considére I’équation aux dérivées partielles suivante sur |0, +oo[ x |0, +o0] :
2f 82f aZf
— + 2zy 2—L —0.
T ot g, TV Gy
. T=u
La résoudre en effectuant le changement de variables {
Y = uv

En dérivant la premiére relation par rapport & u deux fois on trouve

que

g(u,v) = p(v)u +Y(v).

question, a savoir

e =so (D) 45 (2)

Solution: On suit I'indication de I’énoncé en considérant la fonction g : ]0, +oo[ X

g(u,v) = f(u,uv) cest-a-dire f(z,y) =g (;L'7 %) .

dg of of
8—( ,U) = D — (u, uv) +va—y(u,uv)
et
09 oy = 1 0 f f f
w(u,v) = ﬁ(u,uv) +U6T/x(u , UV) —|—Ua—y(u ,uv) + v a—(u uv)
o f *f *f
= 87(u uv) —|—2’Ua—xy(u ,uv) + v ﬁ(u uv)
En substituant x & u et % 4 v, on obtient
@( E) J( )_,_anzif( )_i_(g)?@if( )
guz \U a2 Y z Oxy oY x/ Oy? wY
1 2 2 82f
— 2 2L .
2( 0z (BY) + 22y 5 5 (5.y) +y ayz(x,y)>

En conséquence, puisque f vérifie I’équation aux dérivées partielles en question si et seulement si 79 est nulle, c’est-
’ ou? ’
i

a-dire, en intégrant deux fois par rapport & u, si et seulement si il existe deux fonction ¢ et ¢ de classe C? telles

En substituant =  u et 2 & v, on obtient la forme générale d’une solution de I’
x

10, +o0o[ = R définie par

2

équation aux dérivées partielles en

Exercice 76

Soit f : R? — R une fonction de classe C* vérifiant V(x,y,t) € R®, f(x +t,y +1)
(a) Montrer que f vérifie I’équation aux dérivées partielles (F) a—f + ? = 0.
Y
. : u=x+ty
(b) Résoudre (E) en effectuant le changement de variables
v=x—yY

(c) Réciproquement, est-ce que toute solution de (F) vérifie la méme propriété que

= f(=z

JY)-

f?
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Solution:

(a) On commence par dériver la relation que vérifie f par rapport a ¢ :
of of
- t t - t t) =0.
g LT LY+ + ay(x+ Y+ 1)

En prenant ensuite ¢ = 0 on obtient le résultat demandé.
(b) Notons g : R?> — R la fonction de classe C' définie par g(x + y,z — y) = f(x,y), cest-a-dire par g(u,v)

=f <u ;_ v’ 4= v). En dérivant g par rapport & sa premiére variable, on voit que
89( ) 1[0f fu+v u—w +8f u+v u—v
—(u,v) = - | == -
ou'’ 2 |0z 2 72 Ay 2 72
=0.

En conséquence, g ne dépend que de sa deuxiéme variable, c’est-a-dire qu’il existe une fonction A : R — R de
classe C! telle que V(u,v) € R?, g(u,v) = h(v). On voit alors que

f@,y)=g(x+y,z—-y)
=h(z —y).

Et réciproquement, si h est une fonction de classe C'* alors la fonction (z,y) — h(z — y) est une solution de (E).

(c) Soit f : R? — R une solution de (E), c’est-a-dire qu’il existe une fonction h : R — R de classe C! telle que
V(z,y) € R?, f(z,y) = h(x — y). On voit alors que V(x,y,t) € R3,

fla+t,y+t)=h({(z+1t)— (y+1))

= h(z —y)
Exercice 77
: 9 . 2 »>f | Pf 2 o
Soit f : R* — R une fonction de classe C* telle que Af = 922 + a—yz = 0. On note g : R* — R la fonction définie par

g(r,0) = f(rcos(9),rsin(6)).
0% 09 10%
M 1 2 AT AT

(a) Montrer que g est de classe C* et que w + o + - 502

2

(c) En déduire que u est constante et égale a f(0).

1 2
(b) On note u(r) = —/ g(r,0) d. Montrer que u est de classe C2 et que ru” (1) +u'(r) = 0.
0

Solution:
(a) La fonction g est de classe C? comme composition de fonctions de classe C2. De plus,

dg -~ of . o Of .

E(T’ 0) = cos(@)%(r cos(#),rsin(0)) + 5111(9)8—y(r cos (), rsin(0)),
et
@( 9)*cos(0)262—f( cos(8),rsin(f)) + 2 cos(0) si (G)ﬁ( cos(8),rsin(f)) + si (0)262—]0( cos (), rsin(0))
52(r0) = 5z , 7 sin in Dy r , 7 sin in 042 rcos(f), rsin(h)).

Quant a la dérivée par rapport a 6,

%(r, 0) = % —rsin(6) % (rcos(@),rsin(0)) 4 r cos(0) g—;(r cos (), rsin(0))
=—r cos(@)g —r sin(ﬁ)g + 72 sin(@)QaQ—f + 72 — 2rsin(f) 005(9)82—f + 72 cos(6)? °f

Ox Oy Ox2 Oxy 2’

Hugo LAVENANT page 50 Pour toute question, hugo.lavenant@gmail.com



Année 2015/2016 Exercices 2015-2016 Classe de PC*1, lycée Louis le Grand

En mettant tous les morceaux ensemble on obtient bien

d%g dg
o O 5y

52 92
(r,0) + 1%( 0) = (axé (rcos(f),rsin(0)) + Tyf(r cos(0),r sin(@)))

=r(Af)(rcos(),rsin(d))

(b) On se fixe R > 0. Sur le compact [0, R] x [0,27], la fonction g est de classe C? donc il existe une constante M

qui majore g 99 et 82g
or - or?

pour toutes les opérations de dérivation sous le signe intégrale de w, ce qui justifie que 'on puisse écrire

sur ce compact. La fonction constante et égale & M est alors une fonction de domination

2 ag 1 2m 629

/ /" —_ ——
u'(r) = 7"( r,0)df et u'(r) = or ), ar2 (r,0)do.

o

Ces égalités sont valables sur [0, R] mais R est arbitraire donc elles sont valables sur Ry. En particulier, grace
a la question précédente et au théoréme fondamental de Panalyse (qui dit que lintégrale d’une fonction est la
différence de sa primitive prise entre les bornes d’intégration),

1 (% 9% dg
o) =g [ (75 + 2ne)) as
1 (" 9%
= Tonr ), 392(7’ 6)dé

~a [,

= O7
puisqu’en effet on vérifie que g (et donc ses dérivées partielles) sont 27 périodiques en leur deuxiéme variable, de
sorte que 99 (r 0) = 09 = (r,2m).
- ™
4" B9 20

(c) On voit que la fonction u’ est solution d’une équation différentielle d’ordre 1, or la solution générale de cette

: A . : .
équation est r — —, ou A € R. Comme on sait par ailleurs que u’ est bornée au voisinage de 0 (car elle de classe
r
C! sur Ry), on voit que A\ = 0, c’est-a-dire que u’ est nulle. En conclusion, la fonction u est constante et donc
égale a u(0) = £(0).

Remarque. Ainsi, si f est une fonction harmonique (de laplacien nul), la valeur moyenne de f sur un cercle centré
autour de 0 coincide avec f(0).

Exercice 78

32
On rappelle que si f : R® — R est une fonction C2?, Af = Z f. Montrer que si ¢ : R™ — R™ est une transformation

orthogonale alors A(f o ¢) = (Af) o ¢.

Solution: On note A = (a;;)1<s,j<n la matrice de ¢ dans la base canonique de R™ et g la fonction f o ¢, c’est-a-dire
que si ¢ = (z1,%2,...,2T,) € R™, alors

g(x) = f(Az)

n
E AT
1=1 1<k<n

A partir de cette expression, on voit que
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et donc

Or puisque la matrice A est orthogonale,
Z”: 1 sil=k
aiag; = .
5 e 0 sinon
Jj=1

Ainsi on obtient bien Ag = (Af) o ¢, ce qui est le résultat demandé.

Remarque. Ainsi 'opérateur laplacien ne dépend pas du choix de la base orthonormée dans laquelle on se place : c’est
un opérateur intrinséque qui ne dépend pas du choix d’un systéme de coordonnées.

Exercice 79

Soient @ > 1 et f : R? — R définie par f(z,y) = 22y% + 22 + y? — 2axy. Trouver les extrema de f.

1
Solution: On peut voir que f(z,y) — +oo si (z,y) — 400, plus précisément en utilisant uv < E(u2 +v?%), on voit
que

f(z,y) = 2*y* +2° + y* — 2azy
> 222 + 2% 4y — a® — (2y)?
— 22 4 y? — a2,

En particulier sup f = 400 et il existe un R tel que f(x,y) > f(0,0) si (x,y) n’appartient pas Br a la boule fermée
de centre (0,0) et de rayon R. En conséquence
inf f = inf f,
Br

et comme Bpg est un compact on sait que I'infimum dans le membre de droite est en réalité un minimum : 'infimum
de f est donc atteint, pour déterminer en quels points il faut étudier les points d’annulation du gradient de f. Ces
points (x,y) sont solutions du systéme d’équations

22y? + 22 — 2ay = 0
222y + 2y — 2ax = 0
En soustrayant ces deux équations on voit que

2xy(y —x) + 2(x —y) — 2a(y —z) =2(z —y)(1 + a — zy)
=0.

A partir de 13, soit = y mais dans ce cas 22° + 2z — 2az = 0, c’est-a-dire, si z # 0, que 2> =a—1, donc z = +v/a — 1 ;

soit xy = 1 + a et dans ce cas puisque (2y)? + 2% — axy = 0, on voit que 2 = (1 — a)(1 + a) < 0, ce qui n’est pas

possible. C’est-a-dire que les points extremaux de f sont (0,0), (va—1,v/a—1) et (—va —1,—va —1). Or comme
f00,00=0>—(a—1)?=f(Va—-1,vVa—-1)= f(—Va—1,—Va—1),

on voit que le minimum de f vaut —(a — 1)? et est atteint en (va — 1,v/a — 1) et (—va — 1, —a — 1).

Exercice 80
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Soit f: (Ry4)? — R définie par f(z,y) = o 1)(yf”+y1)(x ke (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.

(a) Montrer que f est continue.

(b) Déterminer les extrema de f.

Solution:

(a) Il est clair que f est continue sur (R, )?\{(0,0)} comme produit de fonctions continues. Pour montrer la continuité
en {(0,0)}, on se donne une suite ((x,, Yn)nen) qui converge vers (0,0), c’est-a-dire telle que () nen €t (Yn)nen
soient des suites positives convergeant vers 0. En utilisant les inégalités uv < §(u2 + v2) et u+v > VuZ+v2,
valables si u et v sont positifs, on voit que

x’ﬂy’ﬂ

Tn + Yn
3(@h +v7)
Vg +yn
VaZ +y2.

1l est clair que le membre de droite de I'inégalité tend vers 0 lorsque n — +00, c’est suffisant pour conclure que
la limite de la suite (f(2n, yn))nen est 0 et donc que f est continue en (0, 0).

|f (@0, yn)| <
<

<

N =

(b) Comme la fonction f est positive, on voit que f admet un minimum, & savoir 0, qui est atteint si x = 0 ou y = 0.
Pour chercher les maxima de f, il faut commencer par étudier le comportement de f en +oo. Mais

1
f(z,y) =
! (1+1) (14 1) @+y)
<! ,
T x+ty

c’est-a-dire que f tend vers 0 lorsque (z,y) — +oo. Plus précisément, on remarque que f(1,1) = 1/8, or si
x +y > 8alors f(z,y) < 1/8. En conséquence,

sup f = sup f(z,y).
(R4)? {z,y>0 et z+y<8}

Mais comme f est continue et que {z,y > 0 et  + y < 8} est un compact, on voit que le supremum du membre
de droite est un maximum : le supremum de f sur (R, )? est donc atteint. Pour déterminer le ou les points ol
il atteint, il chercher les points d’annulation du gradient de f. Ces points (z,y) sont les solutions du systéme
d’équations (on remarquera que dériver logarithmiquement f peut étre utile)

1 1 1

En particulier on voit que

[t

1 1 .. .
Mais comme la fonction t+— — est strictement décroissante dont injective sur R%}, on voit que

tt+1 t(t+1)
nécessairement x = y. En réinjectant on obtient

ce qui donne

1
En conclusion f admet un maximum, atteint uniquement en (1,1) et sup f= f(1,1) = g
(R4)?

Exercice 81
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Soient n > 1 et f: M, (R) — R la fonction définie par f(M) = det(M).
(a) Montrer que la différentielle de f en la matrice identité est ’application linéaire trace.
(b) Montrer que si A est une matrice inversible alors df (A).H = (det A)Tr(A~*H).

Solution:
(a) Le mieux est de calculer les dérivées partielles de f en la matrice identité. Pour cela, on note (E;;)1<i j<n la base
canonique de M., (R). Si I'on se donne (i, ) € {1,2,...,n}?, la quantité que I’on cherche & calculer est
0 L, +tE;;) — f(,
8Eij t—0 t
Mais les matrices apparaissant sur ’expression précédente sont triangulaires, la fonction f se calcule donc trés
bien :
t sii=j
fIn +tEij) = { .
1 sinon

En conséquence, on voit que
af 1 sii=j
o7 Un) = : :
OFE;; 0 sinon
A partir de 14, on peut bien écrire, pour une matrice M = (m;;)1<i j<n, que

of

ﬁ(ln)mij + o(M)

FIn+ M) =fL)+ >

1<i,j<n
=1 +Zmii —|—O(M)
=1
=1+Te(M)+o(M),

ce qui est exactement ce que I'on voulait montrer, & savoir df (I,,).M = Tr(M).
(b) Le but est de se ramener, & partir d’'une matrice inversible, & un développement limité en T, : si A est inversible
et H e M,(R),
f(A+ H) =det(A+ H)
= det(A)det(I, + A~ H)
= (det A) [1+Tr(A™"H) + o(H)]
= (det A) + (det A)Tr(A™'H) + o(H),

et 'on voit que I'on arrive & identifier df (A), puisque ’'on peut dire que df (A).H = (det A)Tr(A~'H).

Exercice 82
(a) Soit f: M, (R) = M,(R) définie par f(A) =*AA. Déterminer la différentielle de f.
(b) Soit ¢ : R — M, (R) une fonction de classe C! telle que ¢(t) € O,(R) pour tout t. Montrer que pour tout ¢,
[(¢'()o(t) +o(t)¢' () = 0.

(¢) En déduire que si n est impair, ¢’ n’est jamais inversible.

Solution:
(a) Tl suffit de faire un développement limité : si A et H sont deux matrice de taille n x n,

f(A+H)="(A+H)(A+H)
='"AA+'HA+'AH +'HH
= f(A)+'HA+"'"AH + O(H?)
= f(A)+'HA+"'AH + o(H).

On reconnait bien un développement limité, de sorte que df (A).H ='HA +'AH.
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(b) Comme ¢(t) € O, (R) pour tout ¢ € R, on voit que la fonction f o ¢ est constante et égale a I,,. En conséquence,
(fo®) =0. Il ne reste qu’a calculer la dérivée de cette fonction composée : on a

(f o 9)'(t) = df (6(1))-¢'(2).

En remplacant la différentielle de f par I’expression trouvée dans (a), on obtient bien le résultat demandé.
(c) Soit t € R. On part de la relation satisfaite par ¢'(t) et ¢(t), que 'on écrit

Yo' (1)o(t) = —*o(t)¢' (1),
puis 'on prend le déterminant de part et d’autre, en s’aidant du fait que det ¢(¢) =1 car ¢(¢t) € O, et

det(—¢'(t)) = (=1)" det ¢'(t)
= —det ¢'(t)

car n est impair, de sorte que 1’on obtient

det ¢'(t) = —det ¢’ (t).

Cela signifie que det(¢/(t)) = 0, et donc que ¢'(t) n’est pas inversible.

Exercice 83

On munit R” du produit scalaire canonique. Soit f : R™\{0} — R™ définie par f(z) = ﬁ
h (2, h)
(a) Montrer que pour tout z # 0 et tout h, df (z).h = EIE QW"T'
X

(b) En déduire que pour tout = non nul, ||z||?df (z) est une symétrie orthogonale.

Solution:

(a) Si 'on veut s’épargner des calculs des différentielles composées, faire un développement limité est une bonne
option : si z # 0 et h € R™,

T+ h
|z + hl?
z+h
lz[|2 + 2(x, h) + o(h)
h 2 -1
Tt (1 )+ o(h))

fla+h) =

ER

1 2
= W(x—i—h) (1 — W(w, h) —l—o(h))

1 2x
= W <a: W(m,m +h+0(h)>

= f(z) + ;1"2 —9 <”$x’h4>x +o(h).

Et ’on reconnait dans ce développement limité la différentielle de la fonction f, qui coincide avec celle de I’énoncé.

(b) On voit que
(x, h)

x
|2 ’

projection orthogonale de h sur Rz

leldf (@) = b — 2

ce qui montre que ||z||?df(z) est la symétrie orthogonale par rapport a (Rz)*.

Exercice 84
Soient S la surface d’équation 22 — 32 4+ 22 = 1 et P le plan d’équation 2z + y — z = 0. Déterminer les points de S en
lesquels le plan tangent est paralléle & P. Y-a-t-il des points de S en lesquels le plan tangent est confondu avec P 7
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Solution: On note f : (z,y, z) — 2% — y* + 22 la fonction dont S est une surface de niveau. En un point (z,y,z) € S,
x
le plan tangent a pour vecteur normal gradf(z,y, z), c’est-a-dire 2 | —y | . Pour que le plan tangent soit paralléle & P,
z
2
il faut et il suffit que ce vecteur normal soit colinéaire & celui de P, a savoir [ 1 |. Cest-a-dire qu’il faut et qu’il suffit
-1
r =2\
qu’il existe A € R tel que { y = —\. Comme il faut de plus que (z,y,2) € S, on voit que A doit satisfaire I’équation
z ==X

(20)% = (=A)? + (=A)? = 4\?
=1,

1
c’est-a-dire que A = i§' En conclusion, les points de S en lesquels le plan tangent est paralléle & P sont

1 -1
~1/2] et [1/2
~1/2 1/2

Comme aucun de ces deux points n’appartient & P, le plan tangent n’est jamais confondu avec P.

Exercice 85

=2
Soient S la surface d’équation zy = 22 et D la droite d’équation { 4,3 Déterminer les points non critiques de S
y=3z—
en lesquels le plan tangent & S contient D.
0 2
Solution: On note tout d’abord que la droite D a pour vecteur directeur « | 3 | et qu’elle contient le point A | 0
1 1
x
On note ensuite f : (z,y, 2) — 2y — 2> la fonction dont S est une surface de niveau. En un point M | y | de S, le plan
z
Yy
tangent a pour vecteur normal gradf(z,y, z), c’est-a-dire T . La droite D est incluse dans le plan tangent a S
—322

en M si et seulement si le vecteur directeur @ est orthogonal au vecteur normal a ce plan (a savoir gradf(z,y, 2)) et le

point A appartient & ce plan (ce qui peut s’écrire m 1 gradf(z,y, z)). Donc les points M en lesquels le plan tangent
a S contient D vérifient

MeS Dy =28

a L gradf(z,y,2) :3r—322=0 .

mJ_gradf(x,y,z) (-2 +ay—3(z—1)22=0

On peut voir que si z = 0 alors = 0 puis y = 0 mais (0,0,0) est un point critique de S, en conséquence z # 0. La
deuxiéme équation donne z = 22, puis la premiére donne y = z. La derniére équation se réécrit alors 23 — 322 +2z = 0,
c’est-a-dire 22 — 32 + 2 = 0 puisque z # 0. Les deux solutions sont alors z = 2 et z = 1. On peut alors conclure : il y a
deux points non critique de S en lesquels la droite D est incluse dans le plan tangent & S et il s’agit de

1 4
1] et |2
1 2
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2 Algébre

2.1 Reévisions de premiére année

Exercice 86
"k n+1
Soient p et n deux entiers naturels tels que p < n. Monter que Z ( ) = ( )
P P p+1

Solution: A I'aide d’une célébre formule concernant les coefficients binomiaux on peut écrire

BN _ (k+1\ [k
p) \p+1 p+1)’
ce qui permet de transformer la somme en question en somme télescopique :
2 ()-2(65)-65)
=y \P Pt p+1 p+1
_(n+1) p
N p+1 p+1
B <n+ 1>
S \p+1)

Exercice 87

n kr 2
i > 2. Calcul — .
Soit n > Cacuerz<005<n>>

k=1

. e Er\\> 1 1 2k o
Solution: On commence par utiliser l'identité [ cos [ — =3 + 3 cos [ — | pour écrire
n n

- Er\\2 n 1< km
E (COS (n)) = 5 + 5 E COSs <2n) s
k=1 k=1

et 'on peut reconnaitre dans le membre de droite la sommes des abscisses des racines n-iémes de 'unité. L’éléve
attentif remarquera directement que, puisque n > 2 cette somme vaut 0, celui qui a besoin de s’en convaincre peut
I’écrire comme la partie réelle de la somme des racines n-iémes de 'unité, et utiliser la formule donnant la somme des

n premiers termes d’une suite géométrique. En conséquence,

> (= (%)) -5

Exercice 88
Pour a € R, on note f, la fonction (réelle) définie par f,(x) = e**. Montrer que la famille (f,)qcr est libre.

Solution: Supposons par ’absurde qu’elle ne le soit pas. Il existe donc n € N*, des réels a1 < as < ... < a, et des
scalaires A1, Az, ..., A, tous non nuls tels que Ay fo, + Aafa, + ... + Anfa, = 0. Mais on peut réécrire cette identité de
la maniére suivante : )
n—
VzeR, A\, = — Z Apel@r—an)z,
k=1

Comme a — a,, < 0 pour tout k < n, en faisant tendre = vers 400 on obtient que \,, = 0, ce qui est une contradiction.

Exercice 89
Pour a € R, on note f, la fonction (réelle) définie par f,(z) = |z — a|. Montrer que la famille (f,)qcr est libre.
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Solution: Supposons par l'absurde qu’elle ne le soit pas. Il existe donc n € N*, des réels a1 < as < ... < an
et des scalaires A1, Ag,..., A, tous non nuls tels que Aifo, + Aafa, + ... + A fa, = 0, ce qui se réécrit —A; f,, =
Ao fay + oo+ Anfa, . Mais la fonction Aafa, + ...+ Apfa, est dérivable en a; (elle est dérivable sur R\{az,...,an})
alors que la fonction —A; f,, ne 'est pas : c’est une contradiction.

Exercice 90
Soient E un espace vectoriel, et F, G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F' U GG est un sous-espace vectoriel de
E si et seulement si (F C Gou G C F).

Solution: Si F' C G (respectivement G C F') alors FFU G = G (respectivement F'U G = F') donc le sens réciproque
est immeédiat.

Pour le sens direct on raisonne par contraposée et ’on suppose que F' ¢ G et G ¢ F. On peut donc trouver z € F\G
et y € G\F. On montre alors que z = x + y n’est pas un élément de F'U G (comme z et y appartiennent & F U G,
c’est suffisant pour montrer que F'UG n’est pas un espace vectoriel). En effet, z ne peut appartenir & F' puisque sinon
z — x, c’est-a-dire y, y appartiendrait aussi et ce n’est pas possible par hypothése. De la méme maniére on vérifie que
z ne peut appartenir a G.

Exercice 91
Soient E un espace vectoriel et u,v € L(E).

(a) Montrer que Im(uw 4+ v) C Im(u) + Im(v), et donner un exemple ot I’inclusion est stricte.

(b) On suppose que Ker(u) + Ker(v) = E. Montrer que Im(u + v) = Im(u) + Im(v).

Solution:
(a) Soit z € E, alors u(x) € Im(u) et v(x) € Im(v) donc u(z) + v(z) € Im(u) + Im(v).
Mais si 'on suppose que u est non nul et si 'on prend v = —u, alors Im(u) + Im(v) = Im(u) # {0} tandis que

u~+v =0, donc Im(u + v) = {0} : dans ce cas l'inclusion est stricte.

(b) Soit z un élément quelconque de Im(u) + Im(v). On peut donc trouver z et y € E tels que z = u(x) + v(y).
On décompose © = xy, + @, €t Yy = Yy + Yo O Xy, Yy, € Ker(u) et x,,y, € Ker(v). Puisque u(z) = u(x,) et
v(y) = v(yu), on peut verifier que z = u(w) + v(w), ot w = Ty, + Yy

Exercice 92
Soient E = R[X] et E, = R,[X]. On note A I’endomorphisme de E tel que A(P) = P(X +1)+ P(X — 1) — 2P(X).
(a) Montrer que, pour n > 2, A(E,) C E,_o.
(b) Calculer Ker(A). En déduire que A : E — E est surjective.
(c) On note E = {P € R[X] tels que P(0) = P(1) = 0}. Montrer que A : £l — E est bijective.

Solution:
(a) Par linéarité de A, il suffit de vérifier que A(X™) € E,,_5. Il suffit de faire la calcul

AX™) = (X +1)" + (X —1)" — 2X"
2

_ n n—1 - n k n n—1 n k n
= X" +nX +Z<k>X + X" —nX +Z(k>(_X) —2X
k=0 k=0

n—2 n n—2 n
_ k . k
-2 ()2 ()
k=0 k=0
S En72

(b) Clairement P € Ker(A) si et seulement si P(X + 1) + P(X — 1) = 2P(X), ce que l'on peut réécrire P(X + 1) —
P(X)=P(X)—- P(X —1). En notant Q(X) le polynéme P(X + 1) — P(X), on voit que Q(X) = Q(X —1). Le
polynéme @ prend donc la méme valeur sur tous les entiers, c’est-a-dire coincide avec un polynéme constant sur
les entiers. Comme il y a une infinité d’entiers, on en déduit que @ est un polyndéme constant, on le note Q = a.
Mais a partir de la P(X+1) = a+ P(X), donc P coincide avec un polynome de degré 1 sur les entiers, donc est un
polynome de degré 1. On vérifie alors que tout polynome de degré 1 est annulé par A, c’est-a-dire Ker(A) = Fj.
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Comme E; est de dimension 2, le théoréme du rang permet de voir que dim(A(E,)) =n+1—2 =n — 1. Mais
par ailleurs on sait (cf. (a)) que A(E,) C E,_2 et E,_o est de dimension n —1, donc A(E,) = E,_2. Pour n > 2,
on a donc linclusion E,_s C A(F), comme n est arbitraire E = A(FE), c’est-a-dire que A est surjective.

(¢) L’observation cruciale est que £ N Ker(A) = {0}. En effet un polynome dans Ker(A), c’est-a-dire de degré au
plus 1, ne peut s’annuler & la fois en 0 et en 1 & moins d’étre identiquement nul.
En particulier, A : E — E est injective.
Pour la surjectivité, on se donne P € FE et Q € E tel que A(Q) = P (un tel @ existe par (b)). On note R 'unique
polynome de degré au plus 1 tel que R(0) = Q(0) et R(1) = Q(1). On vérifie alors que Q — R € E et, comme
R € E; = Ker(A), on voit que A(Q — R) = P : c’est suffisant pour conclure & la surjectivité de A : FE - E.

Exercice 93
On note E = K™ (K =R ou C), et soient (X1,...,X,) et (Y1,...
une base de M,,(K).

,Y,,) deux bases de E. Montrer que (X;"Y;)1<i j<n est

Solution: On va présenter deux méthodes pour cet exercice, commencons par la plus calculatoire : on se donne des
scalaires (\; j)1<i j<n €t 'on suppose que

Z )\iﬁintY—j = 0

1<ij<n

En réordonnant la somme, on en vient &
n n
t —
E X; E Xij Y] =0.
i=1 j=1

Pour pouvoir utiliser la liberté de la famille (X1,..., X,,), il faut s’y prendre avec précaution. En notant Y}',Y7?,...,Y;"
les coordonnées de Y;, on voit que pour tout k € {1,2,...,n}, on a

En: > XY X =0,

i=1 \j=1
n
donc on peut utiliser la liberté de la famille (X1, ..., X,,) et dire que les scalaires Z)\ijk sont nuls pour tout 7 et
j=1
pour tout k. En particulier, cela veut dire que pour tout ¢ € {1,2,...,n}, on a
n
Y XY =0
j=1
Donc a i fixé, & cause de la liberté de la famille (Y3,...,Y;,) on doit avoir \;; = A\j2 = ... = A, = 0. Comme i est

arbitraire, cela montre que les \; j, pour 1 < 4,5 < n sont nuls, et donc que la famille (X;"Y;)1<; j<, est libre. Comme
elle est de cardinal n?, c’est bien une base de M,,(K).

La deuxiéme méthode est dans la veine de I’adage (bien connu?) « un probléme d’algebre linéaire, c’est une question
triviale mais posée dans la mauvaise base ».

Notons E1, Es, ..., E, la base canonique de K™. On se donne deux matrices inversibles P et @) telles que pour tout
i€{1,2,...,n}, on ait PX; = E; et QY; = F; (de telles matrices existent car (Xi,...,X,) et (Y1,...,Y,) sont des
bases de K™). En notant M; ; la matrice X;'Y;, on peut calculer matriciellement et voir que PM; ;'Q = E;'E;. Mais
il se trouve que (E;'E;)1<i j<n n'est autre que la base canonique de M,,(K) : & un changement de base prés (qui se
manifeste ici par la multiplication a gauche par P et a droite par 'Q), (X;'Y;)1<; j<n est la base canonique de M., (K)!

Exercice 94
Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et V' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

Ly(E,F)={ue€ L(E,F) tels que V C Ker(u)}

est un sous-espace vectoriel de L(E, F') et calculer sa dimension.
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Solution: On peut vérifier 4 la main que Ly (E, F') est un sous-espace vectoriel, mais on pourra aussi remarquer que
c’est le noyau de I'application L(E, F) 3> u +— ul,, € L(V,F) de restriction a V.

Pour calculer la dimension, on se donne W un supplémentaire de V dans E. Une premiére méthode est de montrer
que Papplication ¢ : Ly (E, F) 3 u + ul|y, € L(W, F) de restriction & W est bijective. Pour l'injectivité, on voit que si
¢(u) = 0 alors u s’annule sur W mais puisque de plus u € Ly (E, F), u s’annule sur V donc u s’annule sur V4+W = E.
Pour la surjectivite, si v € L(W, F') alors la fonction u qui coincide avec v sur W et qui s’annule sur V est bien définie
sur V + W = E, elle appartient & Ly (E, F) et ¢(u) = v. En conclusion, Ly (E, F') est isomorphe a L(W, F') donc

dim(Ly (E, F)) = dim(L(W, F))
= dim(W) dim(F)
= (dim(F) — dim(V)) dim(F).

L’autre méthode est de raisonner matriciellement. Dans une base B adaptée & V 4+ W, ou W est un supplémentaire de
V dans E, une application u appartient & Ly (E, F') si et seulement si matrice dans la base B est de la forme

—_—— ——
0 -+ Of*x -+ %
0 0]~ *

Le choix des coefficients * est libre, comme il y en a dim(W)dim(F), la dimension de Ly (E,F) est (dim(E) —
dim(V)) dim(F).

Exercice 95
Soient E et F' deux espaces vectoriels et f € L(E, F'). Montrer que f est surjective si et seulement si il existe g € L(F, E)
telle que f o g =Idp.

Solution: Pour le sens réciproque, s’il existe g € L(F, E) telle que f o g = Idp, alors pour tout z € F, f(g(x)) = =,
donc z € Im(f).

Pour le sens direct, soit S un supplémentaire de Ker(f) dans E. On sait que f réalise un isomorphisme de S sur
Im(f) = F. On note alors g : F — S la réciproque de cet isomorphisme. En particulier pour tout z € F, f(g(x)) =« :
c’est exactement ce qui est demandé.

Exercice 96
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). On note

¢u © L(E) — L(E)

v = uowv

Calculer I'image, le noyau et le rang de ¢,,.

Solution: De maniére générale, le noyau d’une application linéaire est plus simple a calculer, et c’est le cas ici. En
effet, comme u o v = 0 si et seulement si Im(v) C Ker(u), on voit que

Ker(¢,) = L(E,Ker(u)) C L(E, E).
Pour calculer la dimension, on utilise le théoréme du rang :
rg(¢y) = dim(L(E)) — dim Ker(¢,,)
= (dim E)? — dim £(E, Ker(u))
= (dim E)? — (dim E)(dim Ker(u))
= (dim EF)(dim E — dim Ker(u))
= (dim E)(rgu).

Et pour I'image, on remarque que Im(u o v) C Im(u), de sorte que Im(¢, ) C L(E,Im(u)). Mais d’aprés ce qui précede
L(E,Im(u)) a une dimension égale au rang de ¢,,, 'inclusion est donc une égalité :

Im(¢,) = L(E,Im(u)).
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Exercice 97
Soient n un entier naturel et 0 < zg < 21 < ... < z, < 1 n+ 1 réels distincts. Montrer qu’il existe un unique (n 4 1)-uplet

(wo,w1,--.,wn,) tel que
1 n
VP e R, [X], / P(x)dx = Z P(z;)w;.
0 i=0
1
Solution: Il faut comprendre que c’est un probléme d’algébre linéaire! On note ¢ : P +— P(z)dx, c’est une forme
0
linéaire sur R, [X]. Pour i € {0,1,...,n}, on note ¢, la forme linéaire P — P(x;). Or la famille (¢o, ¢1,...,¢n) est
libre. En effet, §'il existe Ag, A1,..., A, tels que A\gdg + A1 + ... + A\, = 0, en évaluant le membre de gauche sur le
polynome qui vaut 1 en x; et 0 en x; pour j # 4, on trouve A; = 0. Comme la famille (¢, ¢1,. .., d,) est de cardinal
n + 1 ce qui coincide avec la dimension de R, [X], elle forme une base de ’ensemble des formes linéaires sur R, [X].
En conclusion, les wp,ws, . . .,w, sont les coordonnées de la forme linéaire ¢ dans la base (¢g, ¢1,. .., dn).

Exercice 98
Montrer que pour tout n € N il existe un unique P, € R,,11[X] tel que P,(0) =0et P, (X +1) — P, (X) = X"

Solution: La formulation « Montrer [...] qu’il existe un unique » doit faire penser, puisque ’on est dans le cadre
d’un probléme linéaire, qu’il faut montrer qu’une certaine application linéaire est bijective. Plus précisément, on note
®:P— P(X+1)—P(X)et E, ={P € R,,41[X] tel que P(0) = 0}. Il est clair que I’application ® est linéaire et que
E,, est un espace vectoriel de dimension n + 1 (une base de E,, est par exemple (X, X2, ..., X"*1)). De plus, comme
® abaisse le degré, on voit que ®(E,) C R,[X].

La question par ’énoncé peut maintenant se reformuler de la fagon suivante : montrer que I’équation ®(P) = X"
admet une unique solution P € E,,. En particulier, il suffit de montrer que ® : E,, — R,,[X] est bijective. Mais comme
E,, et R,[X] ont la méme dimension, il suffit de montrer que ® est injective, c’est-a-dire que son noyau est réduit au
polynéme nul. Or si ®(P) =0et P € E,, comme P(k+ 1) = P(k) pour tout k € N et P(0) =0, on voit que P(k) =0
pour tout k£ € N, le polynome P admet donc une infinité de racines, ce qui montre qu’il est nul.

En conclusion, le noyau de ® est réduit au polynéme nul, c’est-a-dire que ® : E, — R, [X] est injective et donc
bijective, de sorte qu’il existe un unique P, € E,, tel que ®(P,) = X".

2.2 Polyndmes et nombres complexes

Exercice 99
Soit n > 1, on note w = ¢
(a) Calculer le produit des n racines n-iémes de 1'unité.

2im/n

n—1
(b) Sip €N, calculer Zwk”.
k=0
n—1
(c) En déduire la valeur de Z(l +whn.
k=0
Solution:
n—1,.
. . L e, . , 2ikm )
(a) En notant ¢ le produit des racines n-iémes de I'unité, on voit que ’argument de ¢ vaut Z = (n—1)im. En
k=0

conséquence, ¢ vaut 1 si n est impair, —1 sinon. On peut aussi utiliser les relations coefficients-racines, puisque ¢
est égal au produit de (—1)™ par le terme constant du polynéme X" — 1.

(b) On reconnait la somme des termes d’une somme géométrique de raison w?. Si p est un multiple de n, alors w™ = 1
n—1

donc E wkP = n et sinon,
k=0

n—1
1—wmP
E whr =~
1—wp
k=0

:O7
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puisque w est une racine n-iéme de I'unité donc w™? = 1.

(¢) On développe selon la formule de binéme de Newton et on permute ’ordre de sommation :

k=0 k=0 p=0
n n n—1
505
p=0 p k=0

_;EZ)*"@

puisque seulement deux valeurs de p contribuent & la somme : pour p =0 et p = n.

Exercice 100
Soit P = X3+ aX? +bX + ¢ € C[X]. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (a, b, c) pour qu’une des racines de
P soit égale au produit des deux autres.

Solution: On note z1, 22 et z3 les racines de P et on rappelle que grace aux relations coefficients-racines,

Z1 = 22 + 23 = —a
Z122 + 2023 + 2123 =0
212223 = —C

On suppose que I'une des racines soit produit des deux autres, par exemple z; = z223. A partir de 1a on en déduit que
21(1 + 23 + 23) = b, mais comme 25 + 23 = —a — 21 on trouve z;(1 —a) = b+ 27. On éléve cette identité au carré, et
puisque 'on remarque que z? = —c, on obtient ¢(1 — a)? = —(b — ¢)? : c’est une condition nécessaire.

Pour montrer qu’elle est suffisante, il suffit de « remonter » les identités précédentes : on suppose donc que c¢(1 —a)? =

b—c
—(b—¢)?. Au vu de ce qui précéde, on définit z; = 1 a de sorte que 22 = —c. Puis 'on définit 25 et 23 comme les
a

racines du polynoéme X2 + (a + z1)X + 21 : par le relations coefficients-racines, elles vérifient

Z20+23 =—a—21
2223 =2z
Les identités 21 + 22 + 23 = —a et 212923 = 22 = —c sont immédiates, et ’on peut vérifier que

Z1%22 —+ Z223 —+ Z1%23 = 21(1 + zZ2 —+ 2’3)

z1(l —a—2z)

=z(l—a)+c
=b—-—c+c
=b

de sorte que le triplet (21,22, 23) vérifie les bonnes relations coefficients-racines et est donc racine de P, de plus
z1 = 2923 par construction. L’éléve attentif aura remarqué que cette méthode ne marche pas si ¢ = 1, mais dans ce
cas la condition nécessaire impose b = c et il suffit de prendre pour z; une des deux racines carré de —c et de définir
zo et z3 comme précédemment.

En conclusion, une racine de P est produit des deux autre si et seulement si ¢(1 — a)? = —(b — ¢)2.

Exercice 101

(a) Montrer que si P est un polynome réel scindé a racines simples, alors P’ I’est aussi.

(b) Soit P un polynome réel scindé & racines simples. Montrer que pour tout ¢ € R, toute racine de P — ¢ est au plus
double.
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Solution:
(a) Soit P un polynome scindé & racines simples de degré n, on note x1 < x3 < ... < x, ses racines (ordonnées).
Par le théoréme de Rolle, pour tout ¢ € {1,2,...,n — 1}, la fonction polynomiale P’ s’annule en un point y; de

@i, 2i41[. Le polynome P’ admet donc n — 1 racines distinctes y;3 < y2 < ... < yn—1, comme il est de degré n — 1
ce sont les seules, de sorte qu’il est scindé & racines simples.
(b) On suppose par I’absurde qu’il existe ¢ € R et x € R tels que x soit racine au moins triple de P — ¢. Cela signifie

que z est racine au moins double de (P — ¢)’ = P’, mais cela contredit le fait que P’ est scindé a racines simples
(puisque P l'est).

Exercice 102
Soit P € R[X] un polynoéme scindé & racines simples. Montrer que le polynome P? + 1, vu comme un élément de C[X], est
aussi scindé a racines simples.

Solution: Il est clair que toutes les racines du polynéme P2 + 1 sont complexes (car P? 4+ 1 > 0 sur R). Il suffit donc
de montrer que les racines de (P? + 1)’ = 2P’P sont réelles. Mais comme P est scindé & racines simples, il en est de
meéme pour P’ (¢’est une application classique du théoréme de Rolle). Donc, en notant n le degré de P, le polynome P’
compte bien n — 1 racines réelles, distinctes des racines de P. En particulier, le polynéme 2P’ P compte 2n — 1 racines
réelles distinctes, et par degré ce sont bien les seules. C’est donc suffisant pour conclure.

Exercice 103
Soit @ € R. Factoriser P = X" — 2cos(0) X" + 1 dans C[X] puis R[X].

Solution: Un nombre complexe z est racine de P si et seulement si 2™ est racine de Q = X?—2cos(#) X +1, c’est-a-dire
si et seulement si 2" € {e'?,e~%}. On rappelle que pour résoudre I’équation 2" = ¥, on écrit

n __ 10 < n_
z'=e @(761.9/”) =1

—i0/n

& ze racine n-iéme de 'unité

& ze 0/ {62“”/"; k=0,1,...,n— 1}
sze {e<2ik”+9>/"; k=0,1,....n— 1}.
Fort de cette observation, on peut écrire que ’ensemble des racines de P est

{e(zz‘kw+9)/"; k=0,1,... n} U {e<2i’“”‘9>/”; k=0,1,... ”} :

Si 6 ¢ {0,7} alors il y a 2n racines donc, P étant unitaire, sa factorisation dans C[X] s’écrit

n—1
p— H (X _ e(2ik‘7r+0)/n) (X _ 6(27;]671'79)/71) '
k=0

Dans les cas 6 € {0, 7}, on peut vérifier 4 la main que la factorisation ci-dessus est la bonne.

Pour la factorisation dans R[X], il faut regrouper ensemble les racines qui sont conjuguées. Or, on voit que e(2ikm+0)/n =
R T=0)/" ot I'on note k' =n —ksi ke {1,2,...,n—1} et 0/ = 0, de sorte que

C’est la factorisation de P dans R[X].

Exercice 104
(a) Justifier que pour tout n € N, il existe un unique polynome P, tel que pour tout 8 réel, P, (cos(6)) = cos(nb).

(b) Quelles sont les racines de P, 7
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(c) Soient n et m entiers. Donner une condition nécessaire et suffisante sur n et m pour que P, divise P,.

Solution:
(a) Consulter son cours sur les polynoémes de Tchebychev.

b) A laide de l'identité P, (cos(6)) = cos(nf), on vérifie que les xj, ,, = cos @kt1)m pour k£ € N sont des racines de
s 2n

P,. Lorsque k parcourt {0,1,...,n — 1}, les x) ,, sont deux & deux distincts, et comme il y en a n (le degré de
P,), ce sont les racines de P,.

(c) Comme les polynomes P, et P, sont scindés & racines simples, P, divise P,, si et seulement si 'ensemble des
racines de P, est inclus dans I’ensemble des racines de P,,. Si P, divise P, x¢,, est une racine de P, c’est-a-dire

qu’il existe k € {0,1,...,m — 1} tel que 2o, = T,m, ou pour I’écrire autrement,
T (2k+1)7
2n  2m

ce qui se réécrit
m = (2k + 1)n,
c’est-a-dire que m est un multiple impair de n.
Réciproquement, si m = (2k + 1)n, on vérifie que x; , = Taki+k+i,m, de sorte que toute racine de P, est racine de
P,.
En conclusion, P, divise P, si et seulement si m € (2Z + 1)n.

2.3 Reéduction des endomorphismes

Exercice 105
Soient A, B € M,,(R) deux matrices telles que AB = BA. Montrer que si F' est un sous-espace propre de A, alors B(F') C F.

Solution: Soit X € F et A la valeur propre associée & X, de sorte que AX = AX. Alors
A(BX) = BAX
= B(AX)
= B(\X)
= ABX),

ce qui montre que BX € F.

Exercice 106
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et u € L(E) nilpotent, c’est-a-dire vérifiant u™ = 0.

(a) Montrer que toute valeur propre de u est nulle.

(b) En déduire que u est diagonalisable si et seulement si u = 0.

Solution:
(a) Soit A une valeur propre de u, et 2 un vecteur propre associé. On vérifie que v (z) = A"z. Comme z est non nul,
cela signifie que \* = 0, donc A = 0.

(b) D’aprés (a), la somme de la dimension de sous-espaces propres de u est égale a la dimension de Ker(u). Donc u
est diagonalisable si et seulement si Ker(u) est de dimension n, c’est-a-dire si et seulement si u = 0.

Exercice 107
Soient A et B deux éléments de M,,(C) tels que AB = BA. On veut montrer que A et B sont cotrigonalisables (c’est-a-dire
qu’elles se trigonalisent & 1’aide de la méme matrice de passage).

(a) Montrer que A stabilise les sous-espaces propres de B.
(b) Montrer que A et B ont un vecteur propre commun.

(c) Conclure.
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Solution:
(a) Soit A\ une valeur propre de B, F) le sous-espace propre associé¢ et X € Fy. Alors

B(AX) = BAX
— A(BX)
= A\X)
= MAX),

ce qui montre que AX € F) : le sous-espace propre F) est stable par A.

(b) Soit A une valeur propre de B (une telle valeur propre existe car sur C tout polynome est scindé donc x5 a au
moins une racine) et Ey le sous-espace propre associé. Par (a), on peut définir A: E\ — E, comme la restriction
de A & E\. Mais A est alors un endomorphisme de E), qui est un C-espace vectoriel de dimension finie, en
conséquent A posséde au moins un vecteur propre X € E,. Il est clair que X est aussi un vecteur propre de A
(car A est la restriction de A), et comme X € E), c’est un vecteur propre de B.

(¢) On montre la propriété demandée (deux matrices complexes carrées de taille n X n qui commutent sont cotrigona-
lisables) par récurrence sur n. Pour n = 1 c’est trivial, on suppose la propriété vraie pour n — 1, et I’on se donne
A, B € M,,(C) qui commutent. Par (b), A et B possédent un vecteur propre commun X. Soit B une base de C"
dont X est le premier vecteur, en notant P la matrice de passage de la base canonique & 5, on a

“iup_ [ Aa|La “1pp_ (2B | LB
P AP—< 0 [ Ca et PT"BP = 01 Cp )

ol A, Ap sont des scalaires, L4, Lp sont des vecteurs lignes de taille n — 1 et C'4, Cp sont des matrices carrées
de taille (n — 1) x (n — 1). Mais en calculant par bloc, on peut voir que la condition AB = BA se traduit
en C,Cp = CpCy4. Donc, par hypothése de récurrence, les matrices C'4 et Cj sont cotrigonalisables. Notons
P’ € GL,_1(C) une matrice de passage qui les cotrigonalise, c’est-a-dire telle que (P')"CaP’ et (P')"1CpP’
soient, triangulaires supérieures. On peut alors vérifier, en notant

P :P( e ) € GL.(C),

que

- Aa | LaP - Ag | LpP
/1 —1 "o A A 1y —1 "o B B
(P ) AP” = ( 0 ‘ (P/)—chP/ ) et (P ) BP" = < 0 ‘ (P/)—chP/ )7

ce qui montre que la matrice de passage P” trigonalise & la fois A et B.

Exercice 108
Soient A et B deux matrices réelles de taille n x n telles que AB = BA. On suppose de plus que A posséde n valeurs
propres distinctes.
(a) Montrer que B stabilise les sous-espaces propres de A.
(b) Montrer que A et B sont codiagonalisables.

(c) Montrer que B est un polynome en A.

Solution:
(a) Soit A\ une valeur propre de A, E) le sous-espace propre associé et X € E). Alors

A(BX) = ABX
= B(AX)
= B(\X)
— A(BX),
ce qui montre que BX € F) : le sous-espace propre E) est stable par B.
(b) Notons A1, Az, ..., A, les n valeurs propres de A et (X7, Xs,...,X,) une base de vecteurs propres associée. Pour
tout i € {1,2...,n}, comme BX,; € E), = CX,, on voit qu'il existe u; € R tel que BX; = 11;X; : le vecteur X;
est un vecteur propre de B. En conclusion, (X1, Xo,...,X,) est une base de vecteurs propres de A et de B : les

matrices A et B sont codiagonalisables.
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(c) Comme dans (b), notons puq, ta, ..., i, les valeurs propres de B associées aux vecteurs propres X7, Xo,..., X,.
On note @ le polynome d’interpolation de Lagrange (de degré n — 1) tel que pour tout ¢ € {1,2,...,n}, on ait
Q(X;) = p; (il faut remarquer qu’il est ici important que les \; soient distincts). En notant P la matrice de passage
de la base canonique & (X7, X5,...,X,),on a

PTIQ(A)P = Q(PTAP)

Q)
Q(X2)

H2

Hn
= P~ 'BP.

En simplifiant & gauche par P~! et & droite par P, on obtient Q(A) = B, ce qui est le résultat demandé.

Exercice 109
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u,v deux endomorphismes sur E. On suppose que u est diagonalisable.
Montrer que v et v commutent si et seulement si v stabilise les sous-espaces propres de wu.

Solution: Pour le sens direct, on se donne A une valeur propre de u et ’on note E le sous-espace propre de u associé.
Alors, si x € Ejy,

u(v(z)) = v(u(z))

=v(Ax)

= \u(x),
ce qui montre que v(z) € Ej.
Pour le sens réciproque, notons A1, Az, ..., A, les valeurs propres de u et Ey , Ey,,..., E), les sous-espaces propres
associés. Si x € E/, on note 1 € Ey,, 22 € E),,...,2p € E,, les vecteurs tels que z = w1 +x2 + ... 1. Par hypothese

v(z;) € Ey, donc u(v(z;)) = Av(x;) pour tout ¢ € {1,2,...,p}. Il suffit alors de faire le calcul :

u(v(@)) = w(v(z1)) + u(v(z)) + ... +u(v(zp))
= Mv(x1) + Av(z2) + ...+ Apv(zp),

et

v(u(x)) = v(Az1 + Aaza + ...+ Apxp)
= Av(x1) + Aov(z2) + ...+ Apu(zp).

On voit bien que ces deux expressions coincident, et comme x est arbitraire, cela suffit pour conclure que uvov = vou.

Exercice 110
Soit A € M,,(R) une matrice diagonalisable. On note ® : M € M, (R) — AM. Montrer que ® est diagonalisable et donner
ses valeurs propres.

Solution: A un changement de base prés, une matrice diagonalisable est diagonale, regardons donc d’abord ce qui se
passe dans le cas ol A est diagonale. On note alors (A1, Ag, ..., A,) sa diagonale. En notant E;; la matrice dont tous les
coefficients sont nuls sauf celui & I'intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne, on peut calculer que ®(E;;) =
\iE;;. Les E;; forment une base dans lorsque (i,;) parcourt {1,2,...,n}?, en conséquence ® est diagonalisable, ses
valeurs propres sont A1, Ag, ..., A, et le sous-espace propre associé a la valeur propre \; est Vect(FE;1, Ea, ..., Fin).

Dans le cas général, notons P une matrice de passage telle que D = P~1AP soit diagonale et (A\i, \2,...,\,) la
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diagonale de D. Alors
P '®(M)P =P *AMP
= (P*AP)(P'MP)
=D(P'MP).
Mais d’aprés le calcul fait dans le cas diagonal, on sait que si P~'MP = E;; alors D(P~'MP) = Ail;; et donc
P7'®(M)P = \Eyj,
c’est-a-dire

®(M) = \PE; P!
=\ M.

A partir de 14, on voit que les valeurs propres de ® sont A1, As, ..., A\, et que le sous-espace propre associé a la valeur
propre \; est Vect(PE;1 P, PExP~ ... PE;,P71).

Pour résumer, la philosophie est, via un changement de base, de se ramener au cas diagonal pour lequel I'exercice est
beaucoup plus simple.

Exercice 111
Soit A € M,,(C) une matrice diagonalisable, on note B € Ms, (C) la matrice définie par

0|A
5o (L}4)

Donner les valeurs propres de B et les sous-espaces propres correspondants. A quelle condition B est-elle diagonalisable ?

Solution: On cherche & résoudre 1’équation BX = A\X, d’inconnue (X,)\) € C?" x C. On raisonne par bloc et ’'on

note X = (X1> avec X1 et Xy € C™. L’équation BX = AX s’écrit alors

Xo
AXy = 2X;
X, =Xy’
systéme d’équation qui est équivalent &
AXy =X2X,
X1 =X,

En particulier, on voit que X est une valeur propre de B si et seulement si A? est une valeur propre de A. On peut
donc expliciter le spectre de B :
Sp(B) = {\ € C tel que \* € Sp(4)}.

De plus, si on se donne A € Sp(B), on voit que le sous-espace propre Ef de I'endomorphisme B associé & la valeur

propre X est
BB = {(’\;‘;) L X eE;‘Q}.

En particulier, la dimension de Ef est la méme que E;\“z.

On calcule la somme des dimensions des sous-espaces propres de B, en prenant garde & distinguer le cas 0 € Sp(A)
et 0 ¢ Sp(A) (car 0 ne posséde qu’une seule racine carré, au contraire de tous les autres nombres complexes qui en
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possédent deux).

> dmE= > > dimEY

AESpP(B) HESP(A) A tel que \2=p
S

Y dimE]}

nESP(A) X tel que A\2=p

= Z [nombre de racines carrées de p] x dim E;‘

RESP(A)
_ 23 esp(a) dim E} si 0 ¢ Sp(A)
(2%, esptanc: dm B ) +dim B si 0 € Sp(4)”

Or comme A est diagonalisable on sait que Z dim E;‘ =n. On voit donc que c’est seulement si 0 ¢ Sp(A4) que
neSp(A)
Z dim EZ = 2n. En conclusion, B est diagonalisable si et seulement si A est injective.
AESP(B)

Exercice 112
Soit ® : M,,(C) — M,,(C) 'application qui & toute matrice M de lignes (L1, Lo, ..., L,) associe la matrice dont les lignes

sont (Lo, L3, ..., Ly, L1). Montrer que ® est diagonalisable et donner ses éléments propres.
Solution: On se donne une matrice M non nulle, dont les lignes sont (L1, Lo, ..., L,), et Pon cherche a résoudre
Iéquation ®(M) = AM. Cette équation s’écrit
Ly =M,
Ly = ALo
Ll = /\Ln

On en déduit que L1 = A" L;. Or si L; est nulle, ce sont toutes les autres lignes qui sont nulles ce qui contredit M # 0.
On en déduit donc A" = 1, c’est-a-dire que A est une racine n-iéme de 'unité. Réciproquement, si A est une racine
n-iéme de 'unité, alors pour tout vecteur ligne L non nul, la matrice de vecteurs lignes (L, AL, A\2L,... A""1L) est
bien un vecteur propre de ® associé a la valeur propre \.

En conclusion,
Sp(®) = {62“”/”; 0<k<n- 1}

et si A € Sp(®) alors
Ex={(L,AL,...,\""'L); L € My,(C)}.

L’endomorphisme ® posséde n valeurs propres, chacune ayant un sous-espace propre associé de dimension n : la
somme des dimensions des sous-espaces propres est n?, ce qui coincide avec dim M, (C), c’est-a-dire que ® est bien
diagonalisable.

Exercice 113

On note
1 1
A= 0 0 c M),
0 .0
1 0 0 1
(a) Déterminer les vecteurs propres et sous-espaces propres de A

(b) A est elle diagonalisable 7

Solution:
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(a)

(b)

On calcule « & la main ». On se donne A € R et X = (x1,x2,...,2,) € R™ et l'on cherche a résoudre AX = A\ X.
Cela s’écrit
1-XNz1+z24+25+...+2, =0

()\ -1 T2 =X
()\ — 1)I3 =T
A=1a, =11,

donc si A # 1, on peut réécrire ce systéme

—1
((1—A)+7;_1>$1 =0
2 - Vie{2,....n)

n—1
A—1
ce qui s’écrit A = 1++/n — 1. On vient d’obtenir deux valeur propres et on connait les sous-espaces propres associés :

Afin que X # 0, il faut et il suffit que x; # 0 mais dans ce cas ((1 —A)+ ) =0, c’est-a-dire (A\—1)? =n—1,

1 1
(n—1)"1/2 —(n—1)71?

M =1++vn—1, E\ = Vect . et Ao =1—+vn—1, E), = Vect .
(n—1)"1/2 —(n—-1)712

Mais il ne faut pas oublier le cas A = 1. Dans ce cas, AX = X se réécrit

)

Tot+z34+...+2, =0
X1 =0

et I’on voit donc que 1 est valeur propre avec un sous-espace propre associé de dimension n — 2 :

0 0 0
1 0 0
A3 =1, Ey, = Vect 0 , 1 yeen |
: : 1
-1 -1 -1

E), et E), sont de dimension 1, tandis que E, est de dimension n—2 : la somme de la dimension des sous-espaces
propres est n, donc la matrice A est diagonalisable.

Exercice 114

Soient a et b deux réels et n > 2 un entier, on note

a b b
A= b 00 € M, (R)
0
b 0 a

(a) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

(b) Déterminer les sous-espaces propres de A.

(a)

Solution:

Le polynome caractéristique de A prend la forme suivante
x—a —=b -+ b
b .0 0
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b
Pour le calculer, on suppose que x # a et l'on effectue les opérations Cy <— C; + ——Cj, pour k =2,3,...,n (C;
T—a
désigne la i-colonne de la matrice A) de sorte & annuler les —b de la premiére colonne. On arrive alors a
—1)v?
[x_a_(n)} O A
r—a
xalz) = 0 rz—a 0 0
: 0 . :
0 0 e x—a

Mais c’est une matrice triangulaire supérieure, donc on le déterminant se calcule facilement :

xa(zr) = <:c —a— (nl)b2> (x — a)nq

= (z—a)"*((z - a)® - (n - 1)b%)
= (z—a)"?(z = M)(z — A1),

avec Ay =a+bvn—1et A_; = a—by/n — 1. Certains pourraient s’inquiéter que 'on a supposé x # a, mais on
sait que x4 est un polynéme, connaitre sa valeur sur R\{a} revient a la connaitre partout, et donc I’expression
que l'on a trouvée est bien valable pour z € R.

Le cas b = 0 étant trivial (A est alors diagonale), on supposera dans la suite b # 0 et donc a, A1, A_; sont trois
valeurs propres distinctes.

Le seul obstacle a la diagonalisabilité de A provient de E, (car A\; et A_; sont des racines simples de x 4 donc les
sous-espaces propres associés sont de dimension exactement 1) : il faut vérifier que dim(E,) = n — 2. Mais on voit
facilement que A — al,, est une matrice dont I'image est de dimension 2 (les n — 1 derniére colonnes de A — al,
sont identiques) donc, par le théoréme du rang, dont le noyau est de dimension n — 2. Cela veut exactement dire
que dim(E,) = n — 2. En conclusion, A est diagonalisable.

(b) Il faut résoudre AX = AX, d’inconnue X = (z1,22,...,2,) € R", pour A € {a,A1,A_1}. Pour A = Ay, cette
équation s’écrit
(a—M)x1+b(xe+2354+...2,) =0
(a—M\)z; = —bx; Vi€ {2,...,n}’

1
En prenant x; = 1, on obtient x; = \/jl pour i > 2. Et il n’y a (en théorie) pas besoin de regarder la premiére
n —
équation : comme \; est un vecteur propre, la premiére équation est redondante par rapport aux n — 1 autres (on
pourra le vérifier 4 la main pour s’en convaincre). En conclusion

1
(TL _ 1)71/2
E)q = - )
(n _ 1)71/2
et par le méme raisonnement,
1
—(n—1)"1/2
E\_, = .
—(n—1)"1/2

Enfin, si A = a, le systéme AX = A X s’écrit

Tot+z3+...+2, =0
T :0

Il n’est alors pas bien dur de trouver une base de cette espace :

0 0 0

1 0 0

FE, = Vect 0 , 1 yeees |t
: : 1
-1 -1 -1
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Exercice 115
Soit M,, la matrice de M,,(R) dont les coefficients diagonaux sont 1,2,...,n et dont les autres coefficients valent 1. On
note P, son polyndéme caractéristique.
(a) Montrer que P,,11(X) = (X —n)P(X) - X(X -1)...(X —=n+1).
(b) Montrer que pour tout entier 0 < k <n — 1, (=1)**"P,(k) > 0.
(c) En déduire que la matrice M, est diagonalisable.

Solution:
(a) Le déterminant que ’on cherche a calculer est le suivant :
X-1 -1 - ~1
-1 X -2
Ppii(X) =
: " . -1
-1 - -1 X-n-1

On soustrait alors la premiére ligne a la derniére puis 'on développe selon la derniére ligne (seul le premier et le
dernier coefficient de la derniére ligne étant non nul) :

X-1 -1 - -1
-1 X-2
Pn+1(X):
.
-X 0 X-—n
X-1 -1 - -1 -1 -1 - -1
= (X —n) 7’1 X=2 - : +(—1)”+1XX_*2 -1 )
: [ - | : RPN |
-1 v =1 X-—-n -1 - X-n -1

Dans le deuxiéme déterminant qui apparait, on peut par exemple soustraire la deuxiéme ligne & la premiére, puis
la troisiéme a la deuxiéme, etc., jusqu’a soustraire la derniére ligne & ’avant-derniére :

1-X 0 0

Pop1(X) = (X —n)Py(X) + (-1)"1x |~

n—1-X 0
* * -1
= (X —n)P,(X) - (-1)""'X1-X)2-X)...(n—1-X)
= (X —n)P,(X) - X(X-1)...(X —n+1).

(b) Puisque ’on posséde une formule de récurrence pour P, le mieux est de démontrer cette propriété par récurrence
sur n € N*! On note (H,,) la propriété : pour tout 0 < k <n —1, (=1)*™"P, (k) > 0. Comme P;(X) = X — 1,
il est clair que (H;) est vraie. On suppose ensuite que (H,) est vraie pour un certain n > 1. Si 'on se donne
0<k<n-—1,alors

Popi(k)=(k—n)P,(k)—k(k—1)...(k—n+1).

Le premier terme est le produit d’un facteur négatif et d’un facteur du signe de (—1)**™ et est donc bien du signe
de (—1)k*7+1 quant au second terme il est nul (car un des facteurs du produit, & savoir le k + 1-iéme, est nul).
Si on prend k = n, on voit que

Poyi(n)=(n—n)Py(n)—n(n—1)...(n—n+1)

= —nl

<0,
donc P, 1(n) est bien du signe de (—1)"T"*1 = —1. On a donc prouvé ’hérédité, et cela suffit pour conclure le
raisonnement par récurrence.

(c) Si on se fixe n > 1, on voit que pour tout 0 < k < n —2, P,(k)P,(k + 1) < 0, de sorte que qu’il existe une
racine xy, de P, dans l'intervalle |k, k+ 1[. De plus, comme P,(n—1) < 0 et que lirf P, (x) = 400 (car le terme
T—r+00

dominant de P, est X™), on voit qu’il existe une racine z,,_; de P, dans Uintervalle |n — 1, +oo[. En conclusion,
P, posséde n racines distinctes xg,x1,...,x,_1 donc est scindé & racines simples. Cela implique en particulier
que la matrice M,, est diagonalisable.
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Exercice 116
Soient n > 1 et  : P € Ry, [X] — (X2 — 1)P' — 2nXP.
(a) Verifier que ® est linéaire et que Im(®) C Ro, [X].
(b) Montrer que tout vecteur propre de ® a 1 ou —1 pour racine.
(c) Déterminer les couples d’entiers (j, k) tels que (X — 1)7(X + 1)* soit un vecteur propre de ®.
(d) L’endomorphisme ® est-il diagonalisable 7

Solution:

(a) La linéarité ne pose pas de problémes, par contre pour 'image c’est un peu plus délicat. Remarquons que par
linéarité il suffit de montrer que ®(X*) € Ry, [X] pour tout k € {0,1,2,...,2n}. Si k < 2n, il est clair que les
degrés de (X2 —1)P’ et de 2nX P sont inférieur & 2n. Et pour k = 2n on a

B(X™) = 2m(X?% - 1) X2 — opXx2nt!
= —opX?2n-1
€ Ro, [X].
(b) Soient A une valeur propre de ® et P € Ry, [X] un vecteur propre associé. On peut écrire l'identité ®(P) = AP

sous la forme
(X2—-1)P' = (2nX + NP

En évaluant en 1 et en —1, on trouve
2n+AN)P(1)=0cet (—2n+ X\)P(—-1) =0,

donc selon que A # 2n ou A # —2n on a P(—1) =0 ou P(1) = 0.

(c) I faut faire le calcul :

(X —1P(X+1DF) =X - D)X +DHX - 1) HX +1D)F+E(X - 1D)I(X + D) - 20X (X — 1)7(X + 1)k
= [(X+1) + k(X —1) = 2nX)(X — 1)/ (X + 1)*
=[(j +k—2n)X +j — k(X — 1)7(X + ).

Donc (X —1)(X + 1) est un vecteur propre de ® si et seulement si j + k = 2n (et dans ce cas la valeur propre
associée est ji = 2(j —n)).

(d) Les couples d’entiers (j, k) tels que j +k = 2n et (X —1)7(X +1)¥ € Ry, [X] sont (2n,0), (2n —1,1),...,(0,2n) :
il y en 2n + 1. De plus, comme les vecteurs propres (X —1)7(X + 1) sont associés & des valeurs propres distinctes
si k+ 7 = 2n, on en déduit que ® posséde 2n + 1 valeurs propres distinctes. Comme Ry, [X] est de dimension
2n + 1, cela suffit pour conclure que @ est diagonalisable.

Exercice 117
Soit u I’'endomorphisme de R,,[X] défini par u(P) = (X% —1)P".
(a) Vérifier que u est bien défini.
(b) Quelle est la matrice de u dans la base canonique de R, [X]?
(c) Déterminer le spectre de u. L’endomorphisme u est il diagonalisable 7

Solution:
(a) Il faut comprendre pourquoi on pose cette question : il faut montrer que si P est de degré au plus n, il en est de
méme pour u(P). Mais pour un tel P, on voit que P” est de degré au plus n — 2, et donc u(P) = (X2 — 1)P" est
de degré au plus n.
(b) On voit que u(1) = u(X) =0 et u(X*) = k(k — 1)X* — k(k — 1) X*~2 pour k > 2. En conséquence, dans la base
canonique (1, X, X2,..., X") de R, [X], "'endomorphisme u a pour matrice
00 -2 0 0
00 0 -6
0 2 0 0
0 6 —n(n —1)
0
X 0 wlp—1)—/
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(c) La matrice de v dans la base canonique de R, [X] est triangulaire supérieure, de diagonale (0,0,2,...,n(n — 1)),
son polyndéme caractéristique se calcule donc directement :

n

Xu(@) =2® [[ (@ = k(k - 2)).

k=2

Le spectre de u, c’est-a-dire ’ensemble des racines de x,, est donc {0,2,6,...,n(n —1)}. Il y a n — 1 valeurs
propres, dont 0 qui est de multiplicité algébrique 2. Mais comme 1 et X sont deux vecteurs indépendants qui
appartiennent a Ey = Ker(u), on voit que Ey est de dimension au moins 2 (donc de dimension 2, puisque la
dimension de Ey ne peut excéder la multiplicité de 0 comme racine de x,,). En conclusion, la dimension de chaque
sous-espace propre est égale a la multiplicité algébrique de la valeur propre associée comme racine du polyndme
caractéristique donc u est diagonalisable.

Exercice 118
Soient A, B € M,,(R) deux matrices inversibles.

(a) Montrer que AB et BA ont le méme polynéme caractéristique.

(b) Soit A une valeur propre de AB. On note F) (respectivement F)) le sous-espace propre de AB (respectivement BA)
associé a la valeur propre A\. Montrer que B(E)) C F) et A(F\) C E\. En déduire que E) et F)\ ont méme dimension.

(c) En déduire que AB est diagonalisable si et seulement si BA Dest.

Solution:
(a) Ilfaut calculer en utilisant les propriétés du déterminant : pour toutes matrices M et N, det(M N) = det(M) det(N)
et si M est inversible det(M 1) = det(M)~L.

= det(zl, — ABAA™)
xl, — BA)A™!)
xBa(z)det(A™!

=2

)

(b) Soit A une valeur propre de BA et X € Fy (c’est-a-dire BAX = A\X). Pour montrer que AX € E), il faut et il
suffit de montrer que AB(AX) = A(AX). Or

AB(AX) = A(BAX)
= A(AX)
= AX.

Cela suffit pour Uinclusion A(Fy) C E,. Mais comme A est inversible, elle préserve la dimension, c’est-a-dire
dim(A(Fy)) = dim(Fy). En particulier, dim(Fy) < dim(F)). La situation est complétement symétrique entre A
et B : c’est pourquoi on a aussi A(F)) C E) et dim(E)) < dim(F)). En particulier, on a I’égalité des dimensions
dlm(E)\) = dlm(F)\)

(c¢) Notons S le spectre de AB, par (a) c’est aussi le spectre de BA. Avec les notations de (b), peut écrire la suite
d’équivalence

AB est diagonalisable < Z dim(Ey) =n
AES
= Z dim(Fy\) =n
AesS
< BA est diagonalisable.

Remarque. En fait, puisque AB = B~'(BA)B, les matrices AB et BA sont semblables (si B est inversible), on
peut donc en déduire directement que AB est diagonalisable si et seulement si BA est.

Exercice 119
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On note
0 1 0 0
: 0
= . - R ... — R.
C : 0 . 1 0 € M, (R) avec ag,ai,...,an_1 €
0 0 1
—ap —ai e —Q0n—2 —Anp—1

(a) Calculer le polynome caractéristique de C.

(b) Soit P € Z[X] unitaire scindé de degré n, on note A, Ag, ..., \, ses racines (répétées selon leur multiplicité). Si p est
n

un entier naturel, montrer que le polyndéme unitaire Q = H(X — AP) est aussi a coefficients dans Z.

i=1

Solution:
(a) Le déterminant que ’on cherche a calculer est

x -1 0 0

0
xe(z) = 0 ] 0
0 T -1
ap a1 r Gp—2 TH+ap-1

Afin d’annuler les —1 au dessus de la diagonale, on suppose que z # 0 et I’on effectue successivement les opérations
1

Ck < —Ci_1 (C) désigne la k-iéme colonne de C) pour k = 2, puis k = 3, etc., jusqu’a k = n. On prendra bien

garde & la derniére ligne : & la fin, on obtient

T 0 0 0
0
xc(@)=| 0 L0 0
0 cee 1 0
aop Ap—2 aop
Thao wha+— e THapat +.4+ ==

La matrice est alors triangulaire inférieure, en développant on obtient
xe(@) =2" +ap_12" + ...+ a1z + ao.

Certains pourraient s’inquiéter que 1’on a supposé x # 0, mais on sait que x¢ est un polyndme, connaitre sa valeur
sur R\{0} revient & la connaitre partout, et donc 'expression que l'on a trouvée est bien valable pour z € R.
Remarque. Ainsi, pour tout polyndme P unitaire de degré n, il existe une matrice de taille n X n dont P est le
polynéme caractéristique.

(b) Notons P = X" +a, 1 X" ' +...a;X +ao, par hypothése a; € Z pour i € {0,1,...,n— 1}. Mais, avec les mémes
notations que dans (a), P = y¢. Comme P est scindé, C est trigonalisable, c’est-a-dire

)\1 * Ce *
O 0 X
. L,
0 0 M\
On en déduit facilement que
A x *
P 0 M 7
. .ox
o -~ 0 A

c’est-a-dire que @ est le polynome caractéristique de CP. Mais il est clair que CP est a coefficients entiers (comme
C Test), et donc xcor (c’est-a-dire @) est aussi & coeflicients entiers.

Hugo LAVENANT page 74 Pour toute question, hugo.lavenant@gmail.com



Année 2015/2016 Exercices 2015-2016 Classe de PC*1, lycée Louis le Grand

Exercice 120
Soit A € M, (R).
(a) Montrer qu’il existe un polynoéme annulateur non nul de A.

(b) Montrer que si A est inversible, A~! est un polynome en A.

Solution:

(a) La famille (I,,, 4, A%, ..., A”z) est une famille de cardinal n2 4+ 1 de vecteurs d’un espace vectoriel de dimension
n? (a savoir M,,(R)), elle ne peut donc pas étre libre. Il existe donc des scalaires g, A1, ..., A,2 non tous nuls tels
que

Nolp £ MA+ ...+ N2A" =0,

c’est-a-dire que le polynéome P = Ao+ M X + ...+ /\n;zX"2 annule A, et il n’est pas nul car il existe au moins un
i€40,1,...,n%} tel que \; # 0.

(b) Soit P=Xg+MX +...4+ Az X" un polynoéme non nul qui annule A et p le plus petit indice tel que A, # 0. On
peut alors réécrire l'identité P(A) = 0 comme

2
n
ApAP == 3 A AR,
k=p+1
donc en multipliant par A7~ on obtient
1 7L2—p—1
-1_ L k
A - )\p Z )‘p+1+kA ’
k=0

ce qui est le résultat voulu.

Exercice 121
Soient A, B € M, (C), on note x4 le polynome caractéristique de A et Sp(A) (respectivement Sp(B)) le spectre de A
(respectivement B). Montrer que
Xa(B) est inversible < Sp(A) N Sp(B) = 0.

Solution: Le polynome caractéristique de A étant scindé, on note A1, Aa, ..., A, ses racines (comptées avec mutlipli-
n

cité) de telle sorte que x4(X) = H(X — Ag). A partir de 13, en remarquant qu’un produit de matrices est inversible

k=1
si et seulement si chaque facteur du produit est inversible,

n

Xa(B) est inversible < H(B — Ak Ip,) est inversible
k=1
< Vke{1,2,...,n}, B— X\, est inversible
< Vke{l,2,...,n}, \; ¢ Sp(B)
< VA eSp(A), X ¢ Sp(B)
< Sp(A) NSp(B) = 0.

Exercice 122
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v € L(E). On suppose qu’il existe un polyndéme P annulant u tel que
P(0) =0 et P'(0) # 0. Montrer que Im(u) + Ker(u) = E.

Solution: Compte tenu des hypothéses, on sait que P s’écrit P = a; X + asX? + ...+ a, X" avec a; # 0.
On va montrer que Im(u) NKer(u) = {0}, pour cela on se donne y € Im(u) N Ker(u). En particulier, y = u(x) pour un
certain x € E. Et de plus u(y) = u?(z) = 0, donc u*(x) = 0 pour tout k > 2. En évaluant P(u) en z on trouve donc

Hugo LAVENANT page 75 Pour toute question, hugo.lavenant@gmail.com



Année 2015/2016 Exercices 2015-2016 Classe de PC*1, lycée Louis le Grand

que

0= P(u)(z)
= aju(r) + agu®(x) + ... 4+ apu™ ()
=au(z)+0+...4+0
= aqu(x).

Comme a; # 0, on en conclut que u(x), c’est-a-dire y, est nul.

Cela permet de voir que Im(u) et Ker(u) sont en somme directe, mais comme la somme de leur dimension est égale a
celle de E (par le théoréme du rang), on peut en conclure que Im(u) + Ker(u) = E.

2.4 Espaces euclidiens

Exercice 123
Soient p,q > 1 deux entiers.
(a) Montrer que (A, B) — Tr(*AB) définit un produit scalaire sur M, ,(R). Que retrouve-t-on lorsque ¢ =17
On se place & présent dans le cas p = q.
(b) Déterminer I’orthogonal des matrices triangulaires supérieures.
(c) Déterminer I'orthogonal des matrices symétriques.

Solution:
(&) On note A = (al‘j>1§i§p,1§j§q et B= (bij)lgigp,lgqu- Le coefficient (],j) de la matrice tAB vaut

p
E aijbij
=1

de sorte que
a p

T‘I‘(tAB) = Z Z aijbij,

j=1i=1

on retrouve le produit scalaire canonique sur My, o(R). Lorsque ¢ = 1, M, 1 (R) s’identifie naturellement & R? et
Tr(*AB) = AB : on retrouve le produit scalaire canonique sur RP.

A partir de maintenant, on note (A, B) = Tr(*AB).

(b) En notant (E;j)1<; j<p les matrices de la base canonique de M, (R), on sait par (a) que (Ej;)1<i,j<p est une base
orthonormeée pour ( , ). Or, comme ’ensemble 7,(R) des matrices triangulaires supérieures est

Tp(R) = Vect(Eij)1<i<j<p,
son orthogonal est engendré par les vecteurs de la base canonique restants :
(Tp(R))™ = Vect(Eij)1<j<i<p-

C’est-a-dire que 'orthogonal des matrices triangulaires supérieures est ’ensemble des matrices triangulaires infé-
rieures strictes.

(c) Soit A une matrice symétrique et B une matrice antisymétrique (c’est-a-dire telle que *B = —B). On a alors

(A, B) = Tr(*AB)

Par symétrie du produit scalaire on en déduit que (A, B) = —(A, B), c’est-a-dire (A, B) = 0. A partir de 1, en
notant S,(R) et A,(R) 'ensemble des matrices respectivement symétriques et antisymétriques, on a

Ap(R) C (Sp(R))*
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-1
Mais A, (R) est de dimension %
pp+1)

(on ne peut choisir que les coefficients strictement au-dessus de la diagonale),

et Sp(R) est de dimension
dim(4,(R)) = p* — dim(S,(R)), c’est-a-dire

(on peut choisir les coefficients au dessus de la diagonale au sens large) donc

dim(A,(R)) = dim [(S,(R))*].
Puisque I'on a une inclusion et égalité des dimensions, on a 1’égalité :
Ap(R) = (Sp(R))*,

c’est-a-dire que 'orthogonal des matrices symétriques est I’ensemble des matrices antisymétriques.

Exercice 124
Soit E un espace euclidien de dimension n, on note || || la norme associée. Soit (e;)1<i<», une famille de vecteurs de E telle

que
n

Vo € E7 H£L'||2 = Z<(E7€Z‘>2.
i=1
(a) Montrer que Vi € {1,...,n}, |le] < 1.
(b) Soit i € {1,...,n}. En considérant y € (Vect(ej)#i)l, montrer que ||e;|| > 1.
(c) Montrer que (e;)1<i<n €st une base orthonormée de E.

Solution:
o _ . iy ..
PR ) (2 .
(a) Soit i € {1 n}, on prend z = e; dans la formule donnée par I’énoncé
n
leall® = > (ei e5)?
j=1
> (e, €)”
= leall*.

Mais il est facile de voir que si ||e;|] > 1, on aurait ||e;]|* > ||e;]|?, de sorte que nécessairement ||e;|| < 1.

(b) Comme Vect(e;);jx; est de dimension au plus n — 1, le sous-espace vectoriel (Vect(ej)j#)J‘ est de dimension au
moins 1, donc on peut trouver un élément y # 0 qui y appartient. En appliquant la relation de ’énoncé avec
=Y,

n

> = (v, e5)?
j=1
= <y7 ei>2
< llyl*fleal,
ou 'on a d’abord utilisé le fait que y est orthogonal & e; pour j # 4 puis l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 11 suffit
alors de diviser par ||y||? pour obtenir le résultat souhaité.
(c) D’apres (a) et (b) les vecteurs eq, ea,...,e, sont tous unitaires. Si on se donne i € {1,2,...,n}, en appliquant la

formule de ’énoncé avec = = ¢;,
1= lei?
n
= Z<6iv ej>2
j=1
=14+ Z<€Z‘, 6]‘>2.
J#i
Cela signifie que Z(ei, ej>2 =0, et donc que (e;,e;) = 0 pour 7 # j. Mais 7 est arbitraire, cela signifie donc que
J#i

les vecteurs ey, ea, ..., e, sont deux a deux orthogonaux. Comme on sait de plus qu’ils sont unitaires et qu’il y en
a n, ¢’est-a-dire la dimension de E, on voit que (e;)1<i<n €st une base orthonormée de E.
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Exercice 125
Soient E un espace euclidien et (eq,eq, ...
Montrer que (e1,ea,...,en,) est libre si et seulement si det(

M) #0.

,em) une famille de vecteurs de E. On note M la matrice ({e;,e;))i<i j<m-

Solution: Montrons plutot que (e, ea, . ..

combinaison linéaire des autres : il existe des scalaires (\;);-; tels que
€; = E )\16z
7]

On note C1,Cs,...,C,, les colonnes de M, et 'on effectue 'opération

Cj < Cj — Z&C’Z,
i#]

on note M la matrice obtenue. Si k € {1,2

= My —

Z)\ Mkz

i#]

Z/\ €k, €)

i#£]

ek,e]

= <6ka €5 —

= <€/€70>
=0.

Z /\iei

i#]

Cela montre que la j-iéme colonne de M est nulle, donc det(
conclure.

Pour le sens réciproque, on suppose que det( =0

dire qu'’il existe j € {1,2,...

M)

signifie que pour tout k € {1,2,...,

m},
ek,ej

Z)\ ks €i)-

i#]

Ou, écrit autrement, cela veut dire que le vecteur x = e; —
i#]

a-dire ||z
(61, €2, ...

(z,z) = 0, et donc z = 0. Mais comme on peut le voir,
em) posséde une relation de liaison non triviale.

)

,em) est liée si et seulement si det(M)

Pour le sens direct, on suppose que 'on a une relation de liaison, c’est-a-dire qu’un des vecteurs (que l’on note e;) est

.,m}, le coefficient (k, ) de la matrice M vaut

M) = 0 mais det(M

: les colonnes C1,Co, ...
,m} et des scalaires (\;);x; tels que C; = Z)"Ci' En écrivant cela ligne par ligne, cela
i

Z)‘iei est orthogonal a ey pour tout k € {1,2,...,

En particulier, il est orthogonal & toute combinaison linéaire de (eq, ea, . ..

0.

) = det(M

), c’est donc suffisant pour

,C,, de la matrice M sont liées, c’est-a-

,€m ), et donc orthogonal & lui méme. C’est-
dire que z = 0 revient & dire que la famille

Exercice 126
On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et 1’on note (e, ea, . ..
vectoriel de R™ de dimension p, on note a(F') = max d(e;, F).
<i<n

(a) Montrer que Z d(e;, F)> =n —p.

=1

(b) Montrer que a(F) nop

si et seulement si les vecteurs eq, eo, ...

,en) la base canonique. Soit F' un sous-espace

, e, sont, équidistants de F.

Solution:

(a) On note (f1, fo,...

de F et (fps1, fp42s---, fn) soit une base de F1. Sii € {1,2,...

, fn) une base orthonormée R™ adaptée a F, c’est-a-dire telle que (f1, fa,. .
,n}, la distance de e; & F' est égale a la norme

., fp) soit une base
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du projeté orthogonal de e; sur F'* (faire un schéma), ce qui s’écrit

n

d(ei, F) = || > (ess fu) fi

k=p+1

On peut alors calculer la somme qui nous intéresse en intervertissant les sommes :

n

Zd(emF)z = Z Z (ei, fi)?

i=1 i=1 k=p+1

= > > (e’
k=p+1 i=1

n

= > Ill?

k=p+1
=n—p.

(b) On utilise la propriété suivante, dont on se convaincra facilement qu’elle est vraie : si x1, o, ..., z, sont r réels,
[x1 + 22+ ...+ 2, = rmax(z1, T2, ..., 2,) ] S X1 =2T2 = ... = Ty
A partir de 13, on obtient la suite d’équivalence suivante :
[e1,€a,. .., e, sont équidistants de F| < d(ey, F)* = d(ez, F)* = ... = d(e,, F)?

n

& z:d(ei,F)2 = npmax (d(el,F)Q,d(€27F)2, .. .,d(en,F)Q)

=1
sn—p=nxa(F)?
n—p
& a(F) = .
a(F) ="

Exercice 127 L
Soit n € N*. On munit E = R,,[X] du produit scalaire défini par (P, Q) = / P(t)Q(t)dt pour P,Q € R, [X].
0
(a) Verifier que ( , ) est bien un produit scalaire.

(b) Justifier qu’il existe un unique P € R, [X] tel que VQ € R,[X], Q(0) = (P, Q).
(c) Montrer que P est scindé a racines simples et que toutes ses racines sont situées dans |0, 1].

Solution:

(a) Se reporter a son cours.

(b) L’application ¢ : @ — Q(0) est une forme linéaire sur R, [X]. D’aprés le théoréme de représentation des formes
linéaires, il existe un unique P € R, [X] tel que ¢(Q) = (P, Q) pour tout Q € R,[X].

(c) On peut voir facilement que P n’est pas nul : il suffit d’évaluer la relation définissant P avec @ = 1. Supposons
alors par ’absurde que P ne soit pas scindé a racines simples, avec toutes ses racines dans ]0, 1[. Notons 0 <
1 < x2 <...<zp <1les points |0, 1] en lesquels P change de signe. Comme ces points sont nécessairement des
racines, on a alors p < n, en particulier le polynéme

P
Q(X) =X [[(X — )
i=1
est de degré au plus n, et change lui aussi de signe en x1,22,...,2,. En conséquence PQ est de signe constant.

Comme de plus PQ n’est pas identiquement nul (comme prodult de deux polynomes non nuls), on a

/P t)dt # 0.
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Mais c’est une contradiction avec le fait que Q(0) = 0.

Exercice 128

Soit w : [0,1] — R% une fonction continue strictement positive. Pour tous polynomes réels P et @ on définit le produit
1

scalaire (P, Q) :/ P(t)Q(t)w(t) dt.
(a) Démontrer qu(()e (', ) est bien un produit scalaire.
(b) Démontrer qu’il existe une suite (P, ),en de polynomes telle que (P, P,,) = 0 si n # m, et telle que P, soit de degré
n et ait pour coefficient dominant 1 pour tout n € N.
(¢) Montrer que pour tout n > 1, le polynéme P, 1 — X P, est orthogonal a R,,_»[X].
(d) En déduire que pour tout n > 1, il existe des coefficients a,, et b, tels que P11 = (X + an) Py + b Pr—1.

Solution:

(a) La bilinéarité et la symétrie ne posent pas de problémes. Pour ce qui est du caractére défini positif, il est clair
que (P, P) > 0 (puisque w > 0) et s’il y a égalité, cela veut dire que la fonction P?w est nulle sur [0,1]. Comme
w > 0, la fonction P2, donc P, s’annule sur [0, 1]. Le polynome P admet une infinité de racines et est donc nul.

(b) En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la famille (X"™),cn, on obtient une famille
(Qn)nen de polynomes unitaires, de degré échelonné, et deux & deux orthogonaux. En notant g, le coefficient

@n

dominant de @, et en définissant P,, = ——, la famille (P, ),cn satisfait les conditions de ’énoncé. En particulier,
dn
P, € (R,_1[X])*.
(c) Soit @ € R,,_2[X]. Par construction on sait que (P,11,Q) = 0. Mais de plus, puisque (XP,,Q) = (P,,, XQ) et
que X @ est de degré au plus n — 1, on voit que (X P,, Q) = 0, de sorte que
<Pn+1 - XPnaQ) =0.

(d) Comme les polynomes P, .1 et P, ont pour coefficients dominants 1, le polynome P, — X P, est de degré
au plus n, c’est-a-dire appartient a R, [X]. Mais dans R, [X], Porthogonal de R,,_5[X] est Vect(P,, P,—1). En
effet, (Po, P, ..., P,) est une base orthogonale de R,,[X] et R,,_2[X] = Vect(Fo, P, ..., P,—2). Donc, d’apreés (c),
comme P, 1 — X P, appartient & (R,,_»[X])*, il existe a,, et b, tels que

Pn+1 - XP, :a'nPn+ann—la

ce qui est exactement le résultat demandé.

Exercice 129
Soient E un espace euclidien et p un projecteur de E. Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si p est
un endomorphisme symétrique.

Solution: Sens direct. Supposons que p est un projecteur orthogonal. Soient = et y des éléments de F, on écrit
x=x1 + T2 €t Yy =y +y2, 0U 21,y1 € Im(p) et xo,y2 € Ker(p). En particulier, 'orthogonalité de p garantit que
(x1,y2) =0 et (x2,y1) = 0. On peut donc écrire
(p(z),y) = (z1,91 + y2)
= <$1,yl>
= (p(x),p(y)),
et le role joué par x et y étant symétrique, on peut aussi voir que {(x,p(y)) = (p(x),p(y)) = (p(x),y).

Sens réciproque. Supposons que p est un endomorphisme symétrique. On se donne z et y appartenant respectivement
a Im(p) et Ker(p). Alors

ot 'on a d’abord utilisé le fait que p(x) = x, puis que p est symétrique, et enfin que p(y) = 0. Cela permet de voir que
Im(p) et Ker(p) sont en somme directe orthogonale, et donc que p est un projecteur orthogonal.
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Exercice 130
Soit F un espace euclidien, on note || || la norme associée. On se donne p un projecteur (quelconque). Montrer que p est
un projecteur orthogonal si et seulement si Vo € E, ||p(z)|| < ||z]|.

Solution: Pour le sens direct, on suppose que p est un projecteur orthogonal. Si z € E est un vecteur quelconque,
comme p(z) et z — p(x) sont alors orthogonaux (faire un schéma), le théoréme de Pythagore s’écrit

l]1* = llp(@)* + [|l= — p(2)]|*.
11 est alors clair que ||p(z)]| < ||z|| avec égalité si et seulement si x = p(z) (c’est-a-dire = € Im(p)) d’ailleurs.

Pour le sens réciproque, on raisonne par contraposée et on suppose que p n’est pas un projecteur orthogonal : cela
signifie qu’il existe y € Im(p) et z € Ker(p) tels que (y,z) # 0. On cherche alors un z tel que ||p(z)|| > ||z| sous la
forme z = y + Az, avec A € R (on aurait pu chercher sous la forme x = puy + Az mais par linéarité de p et homogénéité
de la norme on peut supposer © = 1). Dans ce cas p(x) = y donc

I?

() I1* = llyll*,

et
l2)1* = 11yl + 2X(y, z) + X*|| 2>

Or, on peut voir qu’en prenant A assez petit et positif (si (y, z) < 0) ou négatif (si (y,z) > 0), on a

2XMy, z) + X2||z||> < 0,
puisque pour \ assez petit le terme en A? est négligeable devant celui en A. Et avec un X choisi de la sorte, on voit que
[

lp(@)1* > [l=]I?,

ce qui est précisément ce que I'on voulait montrer.

Exercice 131
Soit E un espace euclidien de dimension n, on note || || la norme associée. Soit p un projecteur orthogonal.
(a) Montrer que Vz,y € E, (p(z),y) = (z,p(y)) = (p(x), p(y))-

n

(b) Soit (e;)1<i<n une base orthonormée de E. Calculer Z lp(e)|?.
i=1

Solution:
(a) Soient x et y des éléments de F, on écrit = x1 + x2 et y = y1 + Y2, oU 21,y1 € Im(p) et x9,y2 € Ker(p). En
particulier, Porthogonalité de p garantit que (z1,y2) = 0 et (x2,y1) = 0. On peut donc écrire

(p(z),y) = (x1,91 + y2)
= (21,91)

et le role joué par x et y étant symétrique, on peut aussi voir que (z, p(y)) = (p(x), p(y))-
(b) En s’aidant de (a),

n

Z lp(ea)|* = > (pled)s ples)

= Z<€i,p(€i)>~

Mais (e;, p(e;)) n’est autre que le coefficient (¢,7) de la matrice de p dans la base orthonormée (e;)1<;<n, matrice
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que 'on note M. En conclusion

Do lpen)l® = My
=1

le passage de ’avant-derniére & la derniére ligne étant une identité (bien connue ?) valable pour tout projecteur,
qu’il soit orthogonal ou non.

Exercice 132
Soit E un espace euclidien.
(a) Justifier que les projecteurs orthogonaux sont des endomorphismes symétriques.
(b) Soit p et ¢ deux projecteurs orthogonaux. Montrer que u = p o g o p est diagonalisable.
(c) Montrer que le spectre de u est inclus dans [—1,1].

Solution:

(a) On se donne p un projecteur orthogonal. Soient = et y des éléments de F, on écrit © = x1 + x5 et y = y1 + y2, ol
z1,y1 € Im(p) et x9,ys € Ker(p). En particulier, 'orthogonalité de p garantit que (x1,y2) = 0 et (x2,y1) = 0. On
peut donc écrire

(p(z),y) = (T1,91 + y2)
= <$1,y1>

= (p(z),p(y)),

et le role joué par x et y étant symétrique, on peut aussi voir que (x, p(y)) = (p(x),p(y)) = (p(x),y).

(b) Grace au théoréme spectral, il suffit de montrer que u est une endomorphisme symétrique! Or, si on se donne x
et y des éléments de E, grace a (a) :

Une autre maniére de le voir est qu’en notant P et ) les matrices de U dans une base orthonormeée, elles sont
symétriques par (a), et donc que la matrice U de u dans cette méme base orthonormée, qui vaut PQP est
symétrique puisque
U ="(PQP)
— tPtQtP
= PQP
=U.

(c) On part de Pobservation suivante : si € E et p est un projecteur orthogonal, ||p(z)|| < ||z||. Pour le prouver, il
suffit de voir que x et  — p(z) sont orthogonaux, et donc d’aprés le théoréme de Pythagore

lp@@)II* = ll2]* + [l — p(=)]*.

A partir de 14, il est clair que ||u(z)|| < ||z|| pour tout x € E, puisque

[u(z)[| =

!
Q
—~
=
—~
8
~

=
—
=
-
8
~
=

8 3
- ~
8

IN A CIA
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Donc, si A est une valeur propre de u et x un vecteur propre associé,

(Alllz]l = [[u(2)]
< [l=ll,

en simplifiant par ||z|| on obtient bien |\ < 1].

Exercice 133

1
Déterminer ( rlr)l)in]Rz [/ (tIn(t) — at — b)? dt| ainsi que le couple (a,b) qui réalise le minimum.
a,b)e 0

Solution: Il faut comprendre en quoi c’est un probléme relié aux espaces euclidiens. On note E ’ensemble des fonctions
continues sur [0, 1] que ’on munit du produit scalaire

VﬁgeE7qg>:1;ﬂﬂmww.

(Pour rester dans le cadre du programme et en particulier des espaces euclidiens de dimension finie, il faudrait prendre
pour E lespace engendré par ¢ — 1, t +— t et t — ¢1n(t)). On note f € E la fonction définie par f(t) = tIn(¢) et G le
sous-espace engendré par les fonctions ¢t — 1 et ¢t — t. Le probléme est alors de calculer
: 2
min || f —
min | — g1
ainsi que I’élément de G qui réalise le minimum.
Mais on sait que 1’élément de G qui réalise le minimum est la projeté orthogonal de f sur G. Pour le calculer, plutot que
de trouver une base orthonormée de G, on va utiliser le fait que ce projeté g est caractérisé par le fait qu’il appartient
a f et que f — g appartient & G, c’est-a-dire
geqa
Vhe G, (f —g.h)

Grace & la premiére condition, on sait qu’il existe a et b tels que g(t) = at + b, et pour vérifier la deuxiéme, il suffit de
montrer que g est orthogonale aux fonctions ¢t +— 1 et ¢t — ¢, c’est-a-dire

/1(tln(t)atb)dt =0
0, _

/ t(tln(t) —at —b)dt =0
0

1
1
Il faut d’abord calculer les intégrales, en particulier grace & des intégrations par parties on voit que / tin(t)dt = ——
0

1
1
et / t21n(t) dt = ~9 de sorte que (a,b) vérifie le systéme linéaire
0

——
Wl N
Q 2
= S

o
[
Ol x|

1 1
On trouve a = — et b= ——.
6 3
Lors du calcul de la valeur minimale, pour s’épargner un calcul trop lourd on peut remarquer que

If=gl>={f—-9,f—9)
:<f7ffg>

puisque {(f, f — g) = 0. C’est-a-dire que la quantité que ’énoncé demande de calculer vaut

/01 [(t In(t))? — %tZ In(t) + %tln(t) dt.
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1
2
Des intégrations par parties montrent que / (tIn(t))*dt = =, de telle sorte que
0

27
min /l(tln(t)—at—b)Zdt 2. 1t 1.1
(a.b)eR? | Jo 2T 679 374
_ 1
108"

Exercice 134

1
Déterminer [( ir)lf 2/ (t* — at — b)* dt} ainsi que le couple (a,b) qui réalise le minimum.
a,b)eR? Jq

Solution: On se place dans 'espace E = Ry[X] que ’on munit du produit scalaire défini par

1
“PQ) e B (PQ) = [ POQU) .

0

En notant Py(X) = X2, on voit que I’énoncé demande de trouver

inf ||Py — P|*.
PeR,[X]

Or on connait la réponse théorique : I'infimum est un minimum, et il est atteint lorsque P est le projeté orthogonal de
Py sur Ry [X]. On cherche donc & calculer ce projeté P. On sait qu'il est défini par P € R;[X] et (P, — P) € Ry[X]*.
C’est-a-dire que le projeté P = aX + b est caractérisé par

(Pb—P1) =0
(Pp—P,X) =0

En explicitant ce que valent les produits scalaires,

1 1
/(at+b)dt :/ t2dt
01 01 )
/(at+b)tdt /t3dt
0 0

c’est-a-dire que (a, b) est solution du systéme linéaire suivant :

ta+b 3
lardr =4
1
La solution est alors (a,b) = | 1, 6)' Pour calculer 'infimum, on écrit, en s’aidant du fait que (P, P — Py) = 0 (car

P — P, est orthogonal & tout élément de R;[X]), que

|Py — P||? = (Py— P,Py — P)
= (

P03P7P0>
1
= / (t* — at® — bt?) dt
0
—1_1xl+lxl
5 4 673
1
T 180°

Exercice 135
Soient n > 1 et A € M,,(R) une matrice inversible, on note Ay, Ao, ..., A, ses vecteurs colonnes.
(a) Montrer qu'’il existe U € O,(R) et T' € M,,(R) triangulaire supérieure telle que A = UT.
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n

(b) Montrer que |det(A)| < H [IA:]|, ot || || désigne la norme euclidienne sur R™.
i=1

Solution:

(a) On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la famille (Ay, As, ..., A,) : on sait qu’il existe
une base orthonormée (Uy,Us,...,U,) telle que pour tout k € {1,2,...,n} on ait

Ay, € Vect(Us )1<i<k-

C’est-a-dire qu'il existe des coefficients (¢;x)1<i<k<n tels que pour tout k € {1,2,...,n} on ait
k
Ap = tixU;.
i=1
En notant U la matrice dont les vecteurs colonnes sont les (U, Us,...,U,) (qui est bien la matrice d’une trans-

formation orthogonale) et T' la matrice dont les coefficients (4, j) sont nuls si ¢ > j et valent ¢,; sinon (qui est bien
triangulaire supérieure), I'identité ci-dessus se réécrit

A=UT,

ce qui est exactement le résultat demandé.

(b) Comme une matrice orthogonale a pour déterminant 1 ou —1 et que le déterminant d’une matrice triangulaire
est le produit de ses coefficients diagonaux,

|det(A)| = H |tkk‘-
k=1

k

Si on se fixe k € {1,2,...,n}, en multipliant I'identité A, = ZtikUi de part et d’autre par U, on obtient
i=1
tkk = (Ak, Ug).

A partir de 14, I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet de voir que |t| < [|Ax| et donc
n
| det(A)] < T 14kl
i=k

Remarque. Pour qu’il y ait égalité, il faut et il suffit que pour tout k € {1,2,...,n}, on ait |(Ag, Ux)| = ||Ax||, c’est-
a~dire que Ay, soit colinéaire & Uy. Cela revient a dire que la famille (A;, A, ..., A,,) est orthogonale, c’est-a-dire
constituée de vecteurs deux & deux orthogonaux.

Exercice 136
Montrer que dans un espace euclidien, une transformation orthogonale diagonalisable est une symétrie orthogonale.

Solution: Soit u une transformation orthogonale diagonalisable d’un espace euclidien F de dimension n. On note

A1, A2,. .., Ap les valeurs propres (deux a deux distinctes de w).
Soit ¢ € {1,2,...,p} et z un vecteur propre associé a la valeur propre \;. Alors
(@) = |Ailll]l,
donc puisque u est orthogonal |\;| = 1, ¢’est-a-dire \; € {—1,1}. En particulier p < 2.
Si p =1, cela signifie que © = Id ou u = —Id et donc u est évidemment une symétrie orthogonale. Si p = 2, c’est-a-dire
si \; =1et Ay = —1, et si on se donne = et y des vecteurs appartenant & respectivement F, et E_;, on sait, puisque

u est orthogonale, que
(u(@), uly)) = (z,y).

Mais le membre de gauche vaut (z,—y) = —(z,y) de sorte que z et y sont orthogonaux. Comme ils sont arbitraires,
cela signifie que 7 et E_1 sont orthogonaux : u admet 1 et —1 pour valeur propres et les sous-espaces propres associés
sont orthogonaux, cela veut exactement dire que w est une symétrie orthogonale.
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Exercice 137
Soient E un espace euclidien, a € E unitaire et A € R. On définit 'application v € L(E) par u(z) = = + Az, a)a.

(a) Démontrer que u est un endomorphisme symétrique.
(b) Déterminer les valeurs propres et sous-espaces propres de u.

(c¢) Pour quelle(s) valeur(s) de A 'endomorphisme u est-il une transformation orthogonale ?

Solution:
(a) Soient z et y des éléments de E. On voit que

<'U,(33), y> = <$7 y> + )\<l‘, a> <a> y>

et
<;1:,u(y)> = <:C’y> + >‘<y7a><a’x>a

la symétrie du produit scalaire permet de conclure que (u(x),y) = (x, u(y)).

(b) L’endomorphisme u étant symétrique, on sait qu’il est diagonalisable. Le cas A = 0 étant trivial (u est alors
lidentité), on suppose A # 0. Pour déterminer ses éléments propres, on cherche a résoudre I’équation u(z) = px.
Elle se réécrit

(1—p)x=Xz,a)a.

Si p # 1, cela signifie que z est colinéaire & a, mais comme u(a) = (1 + A)a, on voit que la droite Ra est une
droite propre de u, associée a la valeur propre 1+ A. Et si o = 1, cela signifie que (x,a) = 0, c’est-a-dire que =
appartient a ’hyperplan a™.

En conclusion, 1 + A est valeur propre, le sous-espace propre associé étant la droite Ra, et 1 est valeur propre,
le sous-espace propre associé étant I’hyperplan a. La somme de ces sous-espaces propres étant F, on en conclut
que ce sont les seuls.

(¢c) Comme précédemment, dans le cas A = 0 on sait que u est une transformation orthogonale. Si A\ # 0, comme
on sait que toute transformation orthogonale a pour valeur propre 1 ou —1 alors pour que u en soit une il faut
nécessairement que A = —2. Mais dans ce cas, soit on peut voir directement que u est une symétrie orthogonale
(4 savoir la réflexion par rapport & a’) et donc une transformation orthogonale, soit on peut vérifier & la main
que u conserve la norme :

lu(@)|* = llzl* + 4z, a)* — 4(z, a)(z, a)

= [|l=[I*.

En conclusion, u est une transformation orthogonale si et seulement si A € {—2,0}.

Exercice 138

. . . (TrM)?
Soit M une matrice symétrique non nulle. Montrer que rg(M) > ————.
y q que rg(M) > T (M2)
Solution: Comme M est symétrique, elle est diagonalisable en base orthonormée. On note n l’ordre (la taille) de M
et A1, Ao, ..., A, ses valeurs propres. Quitte & les réordonner, on suppose que les seules valeurs propres non nulles de
M sont les p premiéres, c’est-a-dire A1, Ag, ..., Ap. Or il se trouve que rg(M) = p (et puisque M est non nulle p > 1),
P P
Tr(M) = Z Mg et Tr(M?) = Z A7. Or par convexité de la fonction carrée,
k=1 k=1

(En) <L
=D PPV B RS
pk:l * pk:l *

un réarrangement de cette inégalité permet d’obtenir exactement celle qui est demandée par 1’énoncé.

Exercice 139

n
Soit M = (my;)1<i,j<n une matrice symétrique, on note A1, A, . .., Ay, ses valeurs propres. Montrer que E mfj = E A7
1<i,j<n k=1
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Solution: L’observation cruciale est que
> omi=Te("MM),

1<i,j<n

on pourra, vérifier cette identité en partant du membre de droite. A partir de 14, comme M est diagonalisable en base
orthonormée, il existe un matrice U orthogonale telle que M = U~'DU, ot D est la matrice diagonale ayant pour
coefficients diagonaux A1, Xa, ..., A,. De sorte que, en utilisant le fait que *D = D et U~! = U (car U est orthogonale),

tMM ='U'D(tU YU DU
=U"'DUU'DU
=U"'DU.
La trace étant invariante par changement de base, Tr(U1D?U) = Tr(D?). Mais D? est la matrice diagonale ayant
pour coefficients diagonaux A2, 3, ..., A2 donc on a bien

Tr('MM) =" X}
k=1

3 Probabilités

3.1 Probabilités, événements

Exercice 140
Une forét se compose de trois types d’arbres : 30% sont des chénes, 50% des peupliers, et 20% des hétres. Suite & une
tempéte, une maladie se déclare et touche 10% des chénes, 4% des peupliers, et 25% des hétres. Sachant qu’un arbre est
malade, quelle est la probabilité que ce soit un chéne? un peuplier 7 un hétre ?

Solution: On note C, P et H les événements respectifs « étre un chéne », « étre un peuplier » et « étre un hétre » de
sorte que d’aprés I’énoncé P(C) = 0.3, P(P) = 0.5 et P(H) = 0.2. De plus, si on note M 1’événement « étre malade »,
on sait que P(M|C) = 0.1, P(M|P) = 0.04 et P(M|H) = 0.25.

La probabilité qui est demandée par ’énoncé est P(C|M). La formule de Bayes donne alors

P(C N M)
P(M)
P(0)

= PIMIC) i

P(C|M) =

~—

_ P(M|C)P(C)
~ P(M|C)P(C) + P(M|P)P(P) + P(M|H)P(H)’

ou l'on a utilisé pour la derniére ligne la formule des probabilités totales. Avec exactement le méme raisonnement on

obtient
P(M|P)P(P)

(M|CY)P(C)+ P(M|P)P(P)+ P(M|H)P(H)

P(P|M) =

« P(M|H)P(H)
(IICP(C) T P(M|P)P(P)
(

L’application numérique donne P(C|M) = 30%, P(P|M) = 20% et P

PHIM) = 5 T P(M[H)P(H)

H|M) = 50%.

Exercice 141 .

Soit (£2, F, P) un espace probabilisé et Ay, As, ..., A, des événements. Montrer que P(A; NAsN...NA,) >1— Z P(Ay).
k=1

Solution: Pour résoudre cet exercice il n’y a besoin que de connaitre la formule P(ANB) = P(A)+ P(B) - P(AUB).
En effet, on raisonne par récurrence : pour n = 1, I'inégalité est méme une égalité puisque P(A;) =1 — P(A;). Si la
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propriété est vraie au rang n, en notant A I’événement A; N Ay N...N A,, on peut écrire

P(A1 N Ao ... 0 Apst) = P(AN Apir)
=P(A)+ P(Any1) — P(AU Apya)
— P(A) ~ P(Ar) +1— P(AU A, )
= P(A) = P(Ant1)

Exercice 142
Soit n > 1. Une information binaire (VRAI ou FAUX) part d’une source sp et est transmise a4 une autre source si, qui
elle méme la transmet & so et ainsi de suite jusqu’a ce que information arrive & s,,. A chaque transmission de s; & s;41
(¢ € {0,1,...,n — 1}), Vinformation change de signification (VRAI est transformé en FAUX et vice versa) avec probabilité
1 — p et est transmise correctement avec probabilité p, et ce indépendamment des autres transmissions. On suppose enfin
que sg émet 'information VRAI.
(a) Calculer p, la probabilité que s, ait recu I'information VRAI.

(b) Dans le cas p € ]0, 1], calculer la limite de p,, lorsque n tend vers Uinfini.

Solution:

(a) Pour k € {0,2,...,n}, on note I 'événement « I'information regue par la source s est VRAI », en particulier
pn = P(I,) et P(Ip) = 1. En utilisant la formule des probabilités totales, on peut écrire

P(Ii1) = P(Ipy1 | In) P(Ix) + P(Iy1 | i) P(T)
= P(Int1|Tx)pr + P(Ie 41 [T) (1 = pr)-

A ce stade on a trés envie d’écrire P(I41|I;) = p (Uinformation est transmise correctement) et P(I41|Ix) = 1—p
('information est transmise incorrectement). Mais pour I’écrire proprement il faut utiliser I'indépendance des
transmissions! En effet, ’événement Ej correspondant & « l'information s’est transmise correctement de s a
Sk41 » s’écrit
E = (Ik N Ik+1) @] (Ik N1gt1),
et d’aprés ’énoncé on peut écrire P(Ey) = p. Mais d’aprés 'indépendance des transmissions, on sait que Ej et
I, sont indépendants, c’est-a-dire
P(Ek N Ik) = P(Ek)P(Ik)

Or on peut voir que

EyNIly=1N [(Ik ﬂ[k+1) U (Eﬁlk-',-l)]
= (I N Ijy1) UD
=TI N Igy1,

de sorte que
P(Ik n I}C+1) = P(Ek)P(Ik>,

ce qui veut exactement dire P(Iy1|l;) = p. Le traitement de P(I,1|I;) se fait exactement de la méme maniére.
Une fois cet interlude technique passé, on peut donc écrire

Pr1 = ppr + (1 —p)(1 —p)
=1-p+(2p—1)ps.

. . o . 1 .
On a maintenant une relation de récurrence linéaire & résoudre. Comme la suite constante et égale a 3 la vérifie,

cela incite a la réécrire
1

1
I =(2p—-1 _Z
Pi+1 ~ 5 (2p )(pk 2>,
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et donc ) )
— = (2p—1)k _Z
pr—5=(2p-1) (Po 2) :
c’est-a-dire 1
po=5 1+ (2p—1)").

Si 'on veut étre entiérement rigoureux, il faudrait montrer que cette formule reste valable dans les cas p = 0 et
p =1 (et c’est le cas), car dans ces cas on peut avoir P(I;) = 0 ou P(Ix) = 0 de sorte que I'on ne peut conditionner
par rapport & I ou Ij.

(b) Sipe]0,1], on voit que |2p — 1| < 1 de sorte que

lim =
n—+oo

Exercice 143
On considére n urnes Uy, Us, ..., U,. L’urne Uy contient k boules blanches et n — k boules noires. On choisit une urne au
hasard, 'urne U}, étant choisie avec une probabilité 2k/(n(n+ 1)). On tire ensuite une boule de maniére équiprobable dans
cette urne.

(a) Quelle est la probabilité de tirer une boule blanche ?
(b) Quelle est la probabilité que 'urne choisie était la k-iéme sachant que ’on a tiré une boule blanche 7
nn+1)(2n+1)

n
Remarque : on pourra utiliser 'identité Z k? =
k=1

6

Solution:
(a) Pour k € {1,2,..

été tirée ». Ce que dit ’énoncé, c’est que P(Ag) =

(

.,n}, on note Ay I’événement « l'urne U}, a été choisie » et B I’événement « une boule blanche a
2k

n(n+1)

et P(B|Ag) = E Comme (43, A, ..., Ay) forment
n

un systéme complet d’événement,

P(B)

(b) On demande maintenant P(Ag|B), il faut utiliser la formule de Bayes.

P(aB) = TG

_ P(BIAOP(AY)
P(B)
2k
X n(n+1)
2n+1
3n

6k2
nn+1)2n+1)

E
n

Exercice 144
Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On tire successivement les boules de I'urne deux par deux sans les
remettre dedans.

(a) Calculer la probabilité p, que chacun des n tirages contienne une boule blanche et une boule noire.
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(b) Calculer un équivalent quand n tend vers linfini de p,. On pourra utiliser I’équivalent n! ~ v27wn (f) lorsque
e
n — +oo.

Solution:
2
(a) Iy a (;) facons de tirer deux boules, et parmi ces tirages il y en a n? qui contienne une boule blanche et

une boule noire (n choix pour la boule blanche et n choix pour la boule noire). Donc, si 'on tire deux boules, la
probabilités qu’elles soient de couleur différente est

n2 n

m\ 2m—1
2

Mais si le premier tirage contient deux boules de couleur différentes, on se retrouve avec une urne contenant n — 1

boules de chaque couleur, de sorte que
n

S 2n—1
Puisque p; = 1, une récurrence immédiate montre que

Pn Pn-1-

n!

P o — 1) x(2n—3)x...x3x1

En multipliant numérateur et dénominateur par 2"n!, on arrive & la formule compacte

27 (n!)?
2n)! -~

Pn =

(b) Il s’agit de faire le calcul : lorsque n — +o0,

2" x 27t X N2 x e~

bn V2mn x (2n)?" x e=2n
2" x /27n x n?"

2271 X n2n
V2mn
on

~

3.2 Variables aléatoires

Exercice 145

On tire un nombre aléatoire X selon une loi de Poisson de paramétre A\ > 0. Déterminer la probabilité p que X soit impair
et celle ¢ que X soit pair et plus grand que 2.

Solution: A I’aide de 'expression de la loi de Poisson, on sait que

DL AP
p= He)‘etq: Z He A

k impair k pair >2
Plutot que de chercher a les calculer séparément, il est plus judicieux de les calculer ensemble. En effet,

Jroo)\lc
_ -
p+q_z kle
k=1

)\-‘roo)\k \
= e ZF — €
k=0
= 1—6_”\7
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et pour ce qui est de la différence,

A partir de p + g et ¢ — p on retrouve p et q :

Exercice 146
Considérons une population ot la probabilité d’obtenir un garcon est la méme que celle d’obtenir une fille et que les sexes
des différents nouveaux-nés sont mutuellement indépendants. On suppose aussi que chaque couple fait des enfants jusqu’a
obtenir un garcon (et s’arréte alors). On note A le nombre d’enfants d’un couple et B la proportion de garcons dans un
couple.
(a) Donner la loi de A.

(b) Exprimer B en fonction de A, et en déduire I'espérance de B.

Solution:
(a) Pour qu’un couple ait exactement k enfants, il faut que les k — 1 premiers soient des filles (cela arrive avec
k—1
1
probabilité <2> ) et que le dernier soit un gargon (cela arrive avec probabilité 5) En conséquence, pour tout

k € N*,

(b) Le nombre de garcons dans une famille est toujours 1, tandis que celui de filles est A — 1. En conséquence, la

proportion de garcons est
1
B=-—.
A

D’aprés le théoréme de transfert, ’espérance de B vaut alors
00 1
E(B) = —P(A=
(B) =Y 1 P(A=h)
k=1
L
L |2k
k=1

(-

=1In(2),
+oo s
ou l'on a utilisé I'identité (bien connue?) In(1 —z) = — E — valable si z € |-1,1].
n
n=1

Exercice 147
Soit n > 3 un entier. Une urne contient n — 2 boules rouges et 2 boules vertes. On répéte 'opération suivante : on tire une
boule de l'urne, si elle est rouge alors on la remet dans l'urne et si elle est verte on la retire de 'urne et on la remplace par
une boule rouge (ainsi le nombre total de boules dans I'urne reste constant). On note X} la variable aléatoire donnant le
nombre de boules vertes aprés k tirages.

(a) Relier la loi de Xj41 a celle de Xj.
(b) En déduire la loi de X.
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Solution:
(a) Xj ne peut prendre que trois valeurs possibles, & savoir 2,1 ou 0. On note ay, = P(Xy = 2), by = P(X; = 1)
et ¢, = P(X) = 0). Il suffit alors d’utiliser la formule des probabilités totales en conditionnant par rapport aux
évenements { X = 2}, {X, =1}, et {X; =0} :
P(Xk+1 = 2) = P(Xk+1 = 2|Xk = Q)P(Xk = 2) —+ P(Xk+1 = 2|Xk = 1)P(Xk = 1) + P(Xk+1 = 2|Xk = O)P(Xk = 0)
= P(Xpy1 = 2|X) = 2)P(X; = 2)
n—2

= ——P(X; =2).

Et

P(Xk+1 = 1) = P(Xk+1 = 1|Xk = 2)P(Xk = 2) +P(Xk+1 = 1|Xk = 1)P(Xk = 1) + P(Xk+1 = 1|Xk = O)P(Xk = O)
= P(Xpp1 = 1|Xp = 2)P(X), = 2) + P(Xpp1 = 1| X = )P(Xp = 1)
2 n—1

= —P(X,=2
- (Xp=2)+

P(X,=1).
Et enfin

P(Xpi1 = 0) = P(Xjpr = 0| X5 = 2)P(Xy, = 2) + P(Xpu1 = 0|X = DP(Xy = 1) + P(Xjsr = 0| X5 = 0)P(X), = 0)
= P(Xj11=0|Xy = 1)P(X), = 1) + P(Xg11 = 0| Xy = 0)P(X}, = 0)

= %P(Xk :1)+P(Xk :0)

En conclusion, pour ’écrire sous une forme compacte,

n—2

a1 =2y,
2 —1

bkr1 = Zak + by
1

Ck+1 = b+

(b) Il s’agit de résoudre le systéme ci-dessus, compte tenu de ’a condition initiale ag = 1, bg = 0 et ¢g = 0. On trouve
immédiatement que, pour tout k € N
ap = .
n

La relation de récurrence vérifiée par (by)ren est donc

k
2 (n—2 n—1
bk+1:n< ) + by,

n n

n
Le calcul permet de voir qu’en choisissant A = —2, la suite (ux)gen vérifie la méme relation de récurrence que
(bk)ken- En soustrayant terme & terme, on en déduit que

k
2 L . . R n—2
L’équation étant linéaire avec un second membre, on cherche une solution particuliére, sous la forme uy = A .

n—1

b1 — Up41 = (br — ug),

de sorte que, pour tout k£ € N,

n—1\"
bkuk( n > (bo*UQ).

On en déduit donc, compte tenu de I'expression de uy, que pour tout k& € N,

wee| (5 - (5]

Enfin, pour calculer ¢, c’est plus simple puisque ’on voit que, pour k € N,
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1l suffit simplement de connaitre la formule donnant la somme des termes d’une suite géométrique et de ne pas
faire de fautes de calcul pour obtenir que, pour tout k € N

ck:2[1—<T>k_1—<W>k]

n—1 _ n=2
1 n 1 n

k k
) )
n 2 n

k k
-2 -1
- () 2 ()
n n
Exercice 148

Soient X1, Xs,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de Bernoulli de
paramétre p (c’est-a-dire P(X; = 1) =pet P(X; =0) = 1—p), définies sur le méme espace probabilis¢ (Q, F, P). Montrer

1 — 1
Pl1=Y "X, -
que <n; P

4ne?’
1 n
Solution: Notons Y,, la variable aléatoire Y,, = — E X; — p. 1l est clair que Y,, est d’espérance nulle, et sa variance
n
i=1

<eg|l>1-

vaut

V(Yn) = n2V (2":[)(; _p]>
>

ot 'on a d’abord utilisé que les variables sont indépendantes puis qu’elles ont toutes la méme loi. Or il se trouve que
E(Xy)=pet E(Xf) = p et donc

Z?
I'inégalité s’obtenant par une étude du trinéme p — p(1 — p) par exemple. En conclusion,

1
VY, < —.
( )_471

Et & partir de 1a, il suffit d’utiliser I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev : puisque Y;, est d’espérance nulle,

P, 2 2) < V)

1
< —.
~ 4ne

En passant a ’événement complémentaire, on obtient bien le résultat voulu.

Exercice 149
Soit X une variable aléatoire réelle, admettant une espérance E(X) = m et une variance V(X) = 2. On se fixe a > 0.
(a) Montrer que E((X —m + \)?) = o2 + A2

2 )\2
(b) Montrer que pour tout A >0, on a P(X —m > «a) < OMUT—'M'
2 2 2
(c¢) En déduire que P(X —m > a) < T et P(|X —m|>a) < 7 Quand retrouve-t-on une meilleure inégalité
aZ + o2 o2 + o2

Hugo LAVENANT page 93 Pour toute question, hugo.lavenant@gmail.com



Année 2015/2016 Exercices 2015-2016 Classe de PC*1, lycée Louis le Grand

que celle de Bienaymé-Tchebychev ?

(a)

(b)

Solution:

C’est une propriété (bien connue ?) de la variance! Pour la retrouver, il suffit de développer et d’utiliser la linéarité
de 'espérance :
E(X —m+N)?) =E(X —m)?) +2EAX —m)) + E(\?)
=02 4+ 2NE(X) —m) + \?
=02+ )\

L’idée est de constater que les événements {X —m > a} et {X —m + XA > o + A} sont identiques et inclus dans
I'événement {(X —m + \)? > (a + A)?}. On en déduit alors, grace a I'inégalité de Markov,
P(X —m>a)<P(X —m+))?>(a+N)?)
cB(X —m+ A)?)
- (et
0%+ A2
a? 4+ X2 4 2a\

Mais le membre de gauche de I'inégalité ci-dessus ne dépend pas de A! On peut donc choisir A de fagon & rendre
o + N2

a2 £ A2 + 20\ le plus petit possible. Comme
« «

le membre de droite, c’est-a~dire f(\) =
£ = aX? + \a? —o?) — ao?
(02 + X2 +2aN)2 7

2
L. . .. o ,
on en déduit alors que la fonction f est minimale lorsque A = —. En conséquence,
o

En appliquant l'inégalité a la variable —X, on trouve que
P(—X > < .
(X +m=a)< 2 + o2
A partir de 13, en décomposant 1’événement {|X — m| > o} en I'union des événements disjoints {X —m > a} et
{—X 4+ m > a}, on voit que
P(|X—-m|>a)=P(X—-m>a)+P(-X+m>a)
20?2

— a2+0-2'

%

Comme linégalité de Bienaymé-Tchebychev s’écrit P(|X,,| > ) < —;, celle que I'on vient de démontrer est

o

meilleure si c’est-a-dire si et seulement si o < 0.

_° <«
a2 +02 = a?’
2

Remarque. Si a < o, on a de toute fagon P17 > 1, donc 'inégalité que ’on vient de démontrer n’apprend pas
a?+o

grand chose.
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Exercice 150
Soit n > 2, X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace probabilisé (2, F, P) suivant la
loi uniforme sur {1,2,...,n}. On se donne a un entier dans {1,2,...,n} et on considére la variable aléatoire Y, définie par

Xi1(w) si Xo(w) <a

v € Yolw) = {XQ(w) si Xo(w) > a

(a) Calculer la loi de Y.
(b) Pour quelle valeur de a I’espérance de Y, est-elle maximale ?

Solution:

(a) On utilise la formule des probabilités totales en conditionnant par rapport & ({X2 < a},{X2 > a}) : si on se
donne k € {1,2,...,n},

P(Y, =k) = P({Y, = k} N {Xs < a}) + P({Y, = k} N {Xz > a})
PUX1 =k} N{Xs <a})+ P({Xs = k} N {Xs > a})
P(X; =k)P(Xy < a)+ P(Xy = k)lisq

a Lk>a
T Tn

On peut d’ailleurs vérifier que Z PY,=k)=1.
k=1
(b) Il faut d’abord calculer ’espérance de Y, :

~ a ~ 1
=D kst D k-
k=1 k=a+1
an(n—i—l) n (n—a)in+a+1)
2n? 2n
n(n+1)+na — a?
2n '

. . . n < 1.
On reconnait une dépendance quadratique en a, donc le maximum est atteint pour a = 5 c’est-a-dire que l’es-

pérance de Y, est minimale pour 5 si n est pair, pour a = 5 + 3 si n est impair.

Exercice 151
Soient (2, F, P) un espace probabilisé, X et Y deux variables indépendantes suivant des lois géométriques (4 valeurs dans
N) de paramétre « et 3 respectivement. Calculer la loi de la variable aléatoire min(X,Y") ainsi que son espérance.

Solution: L’observation cruciale est que, si k € N, on a {min(X,Y) > k} = {X > k} N {Y > k}. En conséquence,
Pmin(X,Y) > k) =P{X >k} n{Y > k})
=P(X >k)P(Y > k)
=(1-a)*1-p"

=[(1—a)1-p)"
La variable min(X,Y") suit donc une loi géométrique de paramétre 1 — (1 —a)(1 — ) =1+ a + 8 — af, et donc son
espérance vaut M.
l+a+8—ap

Exercice 152
Un oiseau pond des ceufs selon une loi de Poisson de paramétre A > 0. Chaque ceuf, indépendamment des autres, a une
probabilité p d’éclore. On note X la variable aléatoire correspondant au nombre d’ceufs qui ont éclos. Déterminer la loi et
I'espérance de X.
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Solution: On note Y le nombre d’ceuf pondu par 'oiseau. La variable aléatoire Y suit donc une loi de Poisson de
paramétre A, et conditionnellement & {Y = n}, la variable X suit une loi binomiale de parameétre (n,p), c’est-a-dire

P(X =klY =n) = <Z>pk(1 —p)"*. En conséquence,
“+o0
P(X =k) =) P(X =kY =n)P(Y =n)
n=0
+00 n
LAWC kA" A

= 1— A

> ()rra-mripe

— ke—)\Jrf n! (1_ )n—k&
IR T 5 T

k,—X T AR

=" 2 - A
_ NV X =)
k! = m!
= %e—/\e/\(l—p)
= Cof -,

La variable aléatoire X suit donc une loi de Poisson de paramétre Ap, en particulier son espérance vaut Ap.

Exercice 153
Un joueur va au Casino avec une fortune f € N. A chaque partie (que 'on suppose indépendante des précédentes), il mise
un euro et gagne avec probabilité p # %, dans ce cas il empoche le double de sa mise (donc il gagne un euro au total) et
perd sa mise avec probabilité 1 — p. Il se fixe un seuil s > f, s € N & atteindre et arréte de jouer une fois ce seuil atteint;
il est aussi obligé d’arréter de jouer si sa fortune atteint 0. Calculer la probabilité que sa fortune atteigne s avant 0.

Solution: On note Ay ’événement « & partir de la somme f, le fortune du joueur atteint s avant 0» et g sa probabilité.
On note aussi G ’événement « le joueur gagne la premiére partie ». En utilisant la formule des probabilités totales,

P(Ay) = P(A;|G)P(G) + P(Af|G)P(G).

Or, ce que 'on peut voir est que si le jouer gagne sa premiere partie, ¢’est comme s’il commengait avec la somme f+1,
c’est-a-dire P(A|G) = P(Af+1). De maniére similaire, P(Ay|G) = P(A;_1). Comme de plus P(G) = p, on voit que
q5 = P(Ay)
— P(A[|G)P(G) + P(A;[G)P(G)
=pqr+1+ (1 —plas-1.
La suite (¢f)o<f<s vérifie donc une relation de récurrence linéaire ainsi que les conditions aux limites go = 0 et g, = 1.
Or on vérifie que les racines (distinctes) de ’équation caractéristique, qui s’écrit pX? — X + (1 — p) X, sont 1 et %

En conséquence, il existe « et 8 des réels tels que

1— f
w0 (52)

Compte tenu des conditions aux bords, on voit que

a+p =0
1-p\° .
o+ (p) g =1
p
) . N o 1 1 .
On résout facilement ce systéme linéaire et on trouve (o, ) = | — . En conclusion, la pro-
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babilité demandée par I’énoncé s’exprime de la fagon suivante :

Exercice 154
Soit X une variable aléatoire & valeurs entiéres dont la série génératrice est de la forme
Gx(2) = ae't,

avec a € R.
(a) Déterminer la valeur de a.
(b) Déterminer la loi de X.

Solution:

(a) On sait que Gx (1) = 1, c’est-a-dire que a = e~2, ou, pour I’écrire différemment,
Gx(z) = e L,
(b) Il s’agit de faire un développement de Gx en série entiére : pour |z| < 1,

_ 2
Gx(z) =e'e?
+oo
L=
=e E R
k=0
Comme on sait par ailleurs que pour |z] < 1, on a

+oo
Gx(z) = Z P(X =n)z2",
n=0

on peut conclure, par unicité du développement d’une fonction en série entiére, que

) ek;,l si n = 2k est pair
n) = : .
0 si n est impair

X
En d’autres termes, 5 suit une loi de poisson de paramétre 1.

Exercice 155
Soit (€2, F, P) un espace probabilisé, (X,,),en+ une suite de variables aléatoire indépendantes et identiquement distribuées

n
a valeurs dans N, et T une variable aléatoire indépendante des {X,,,n € N*}. On pose Sy =0 et S, = Z X, pour n > 1.

k=1
T

On considére enfin la variable aléatoire S = Z Xk, c’est-a-dire définie par S(w) = S () (w).
k=1

Montrer que Gg(z) = E(2°) pour x < 1.

b

(c

(d

(a
(b) En conditionnant par rapport aux événements {T = n}, montrer que Gg(z) = Gr(Gx, (z)).

Si X; et T sont d’espérances finies montrer que E[S] = E[T|E[X1].

Quelle est la loi de S si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p et T une loi de Poisson de paramétre A ?

N~ — N

Solution:
(a) T suffit d’écrire le théoréme de transfert (avec la fonction f : ¢ — x?) pour retrouver la définition de G :

+oo
E(x%) =Y P(S = k)a".
k=0
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(b) Pour calculer P(S = k), on utilise le théoréme des probabilités totales :
+oo
P(S=k)=)Y P(S=kT=n)P(T =n).
n=1
En intervertissant les sommes, on voit que

+o0

E(x%) =Y P(S = k)a*
k=0
“+o00 +o0o

=> > P(S=k|T =n)P(T = n)a*

]jr:o: n=0 .
=Y P(I'=n) (Z P(S=kT = n);vk> :
n=0 k=0

Or conditionnellement & T = n, la loi de S est celle de la somme des n variables aléatoires X1 + Xo + ... + X,,.

Ainsi,
+oo
> P(S=k|T =n)a* = Gx, 1 xp1..4x,(2).
k=0
Mais les variables aléatoires X, Xo,..., X, étant indépendantes, la fonction génératrice de leur somme est le

produit de leur fonction génératrice :

Gx,+ X4 4%, (7) = Gx, (2)Gx,(2) ... Gx, (2)
=Gx, (z)".

En réinjectant dans ’expression précédemment trouvée,
+oo +o00
E@%:E:HT:M<§:HS:kT:nnﬂ

n=0 k=0
+oo

=Y P(T =n)Gx,(x)"
n=0

= Gr(Gx, (2)).

¢) On sait, par les propriétés de la fonction génératrice, que E[S] = G'4(1). Le calcul se fait alors ici trés simplement :
s

G5(1) = (GroGx,)'(1)
= E[X1]G7(Gx, (1)).

Mais comme Gx, (1) = 1 (c’est une autre propriété de la fonction génératrice), on obtient bien

Gs(1) = E[X1]G7(1)
= E[T|E[X,].

(d) Dans ce cas, la fonction génératrice de X; vaut Gx, () =1 — p+ pz et celle de T vaut

400 An

GT(x) = Z ﬁefn n
n=0
“+ o0

-A (x)‘)n -n

N 7;) n!
_ 67)\6)\95
(z—1)A
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On peut alors calculer la fonction génératrice de S :
Gs(x) = Gr(Gx, (x))
=exp[((1 —p+pz) — 1)A]
= exp[(x — 1)pA].

On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramétre pA. Or deux variables ayant la méme
fonction génératrice ont la méme loi, c’est-a-dire que S suit une loi de Poisson de paramétre pA.
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